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Predgovor

Ucbenik je nastal iz zelje, da bi Studentje Fakultete.za~strojnistvo, Univerze v Lju-
bljani, pri predmetu Tehniska mehanika 2 (visokoSolskistrokovni §tudij) imeli ué¢benik,
ki bi v ¢imvedji meri pokrival Studijsko snov. Zacetki dela ucbenika segajo ze v leto
2002, ko sem kot asistent prof. dr. Mihe Boltezarja pri predmetu Dinamika zacel pri-
pravljati zbirko resenih nalog za studente [1]s Z leti se je nakopicilo relativno veliko
gradiva, ki sem ga zbral in razsiril v pricujocem ucbeniku v obliki zgledov z detajlnimi
postopki ter komentarji, podprtimiss teorijo.

Pedagogki proces in gradiva smo sproti posodabljali in prilagajali Studentom. Danes
veCina Studentov opravi izpit, v.obliki sprotnega Studija. To med drugim pomeni, da
vsak teden prek spletnega sistema moj.ladisk.si sproti resujejo domace naloge. Izbor
spletnih nalog je vkljuéen tudi v u¢benik v obliki nalog z resitvami.

Pri pripravi spletnih nalog so mi pomagali sodelavci v Laboratoriju za dinamiko stro-
jev in konstrukeijs, V ucbeniku je vkljucenih skupaj 70 nalog, od katerih sva jih z
dr. Miho Pirnatom pripravila 10, po 3 z Matjazem Mrsnikom, Matijo Brumatom in
Luko Knezom,;2'nalogi skupaj z dr. Martinom Cesnikom in 1 s Spelo Bolka. Luka
in Matija sta prebirala tudi prve verzije tega ucbenika. Za njihov prispevek sem jim
hvalezen.

Andreji Cigale sem hvalezen za jezikovni pregled.

Zahvaliti se zelim tudi recenzentoma, prof. dr. Mihi Boltezarju in vis. pred. dr.
Jozetu Stropniku, za natancen pregled in konstruktivno kritiko.

Se posebej se zelim zahvaliti prof. dr. Mihi Boltezarju za dolgoletno uspesno sodelo-
vanje in podporo, katerega plod je ta uc¢benik.

Zahvaljujem se tudi moji zeni za podporo in razumevanje ter otrokoma, da sta ponoci,
ko sem pogosto delal na ucbeniku, ponavadi spala.

Se nekaj statistike: uc¢benik obravnava 13 teoreticnih sklopov, v okviru katerih je
izpeljanih 76 temeljnih izrazov; teorija je dodatno pojasnjena z 39 podrobnimi zgledi.
Podanih je tudi 70 nalog z resitvami. Teorija je podkrepljena z ve¢ kot 160 slikami,

xi



xii Predgovor

zgledi s pomocjo 103 slik in naloge z nekaj manj kot 70 slikami. Vseh slik je torej veé
kot 330! Ostevilcenih je ¢ez 470 in neosteviléenih skoraj 360 matematicnih izrazov.
V robu je podanih vec¢ kot 200 opomb.

Domagca stran ucébenika se nahaja na naslovu: www.ladisk.si/knjige.

Studentom zelim, da bodo s pomoéjo tega uébenika obravnavano snov temeljito osvo-
jili ter bili v okviru svojega profesionalnega dela uspesnejsi.

Oktober 2014, Janko Slavic.

Drugi izdaji na pot

Veseli me, da je bila prva izdaja u¢benika dobro sprejeta in je poslediéno relativno
hitro posla. Drugo izdajo sem izkoristil za manjSe vsebinske, steviléne in tehni¢ne
popravke. Vec¢ino pomanjkljivosti so odkrili vestni Studentje, ki, so"u¢benik natan¢no
brali; za oboje sem jim hvalezen!

Oktober, 2017, Janko Slavi¢



Poglavje

Uvod

1.1 Pregled obravnavanih podrocij
Klasi¢na mehanika se deli na mehaniko trdnin'in meha-
niko tekoc¢in®. Pri predmetu Tehniska mehanika 1 studentje
spoznajo statiko trdnin, v okvirt tegayucbenika pa znanje
razSirimo na dinamiko trdnin tersnato nadaljujemo z osno-
vami mehanike tekocin.

Dinamika trdnin se v{osnovi deli na kinematiko in kine-
tiko. Pri kinematiki proucujemo gibanje teles, ne da bi po-
znali sile, ki tako‘gibanje povzrocijo. Primer kinematicnega
problema je veznja avtomobila s konstantno hitrostjo skozi
zavoj; to bomo spoznali pozneje, za izracun pospeska na vo-
znika potrebujemo samo t.i. kinematiéne veli¢ine (hitrost
vozila v in trenutni polmer zavoja r). Ce pa nas zanima sila
na.kolesa, da avto ne zdrsne, je to ze kineti¢ni problem. Pri
Kinetiki proucujemo gibanje kot posledico delovanja sil (in
mementov). Spoznavanje dinamike bomo priceli s temelj-
nimi principi, ki bodo pozneje navedeni v tem poglavju.
Nato bomo osnovne zakone dinamike spoznali na primerih
masne tocke, sistema masnih tock in na koncu togega telesa.
Obravnavanje togih teles bomo razsirili na primer rotacije
okoli stalne osi, ki je v praksi pogost. Nadaljevali bomo z
obravnavanjem trka. Dinamiko togih teles bomo zakljucili
z obravnavanjem mehanskih nihanj (lastnih, dusenih, vsi-
ljenih ter prenosnosti vibroizolacije).

Mehaniko teko¢in delimo na statiko3in dinamiko*. Podobno

1ang. solid mechanics

Qang. fluid mechanics

3Uporablja se tudi izraz: hidro-
statika.

4Uporablja se tudi izraz: hid-
rodinamika.
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kot pri trdninah se tudi dinamika tekoc¢in deli na kinematiko
in kinetiko tekocin.

1.2 O uporabi ucbenika

Pedagosko in oblikovno je ucbenik nastal kot rezultat vec
razli¢nih virov, predvsem virov prof. Boltezarja [2], prof. Kus
hlja [3], prof. Meriam in prof. Kraige [4], prof. Elgerja s
soavtorji [5]. Vsako posamezno poglavje najprej obraynava
teoreticno ozadje, ki je potrebno za razumevanjelobravna-
vane tematike; pri tem se vedno navezujemo na_predhodno
predstavljeno znanje v ucbeniku. Teoreticnemu~delu sledi
natancen zgled s pojasnjenim postopkom résevanja. Vsako
poglavje se zakljuéi z nalogami, ki imajo, pedane resitve, ne
pa tudi postopkov. Tukaj velja izpostaviti, da je natancnost
podajanja rezultata v praksi odvisna’od natancénosti vho-
dnih podatkov. Da se olajsa sledenje in preverjanje, so nu-
mericni rezultati podani z weéjim Stevilom decimalnih mest
kot je ponavadi smiselno.

1.2.1 Oblika

Teoreticni del'ucbenika ima svetlo modro, zgledi imajo sve-
tlo zeleno‘in/naloge svetlo rdece ozadje. Sicer pa oblikovno
sledime strogim standardom tehni¢nega izrazanja [6, 7]. Na
kratkojto pomeni, da so spremenljivke pisane posevno (npr.
@)y, Stevila in enote pokonéno (npr. 1m), vektorji posevno
poudarjeno in praviloma z malo ¢érko (npr. v), matrike
poSevno poudarjeno in praviloma z veliko érko (npr. M).
Temu sledijo tudi pod- ali nadpisani indeksi; ¢e indeks ni
spremenljivka (npr. ), ampak opisen (npr. k za kinetiéna
energija), potem je napisan pokonéno (npr. E,).

Pri slikah uporabljamo sledece barvno pravilo [4]:

e rdece: sile in momenti,

° : hitrosti in pospeski,

° : trajektorije premikajocih tock,
e modro: vsebinsko poudarjeni del slike.

Pri tem so krajevni vektorji narisani s tanko ¢rto in puscico,
vektorji sil, momentov, hitrosti in pospeskov pa poudarjeno.



1.3 Temeljni koncepti 3

Primer je prikazan na sliki 1.1. Sicer pa so telesa, pri ka-
terih maso upostevamo, sencena, tista z zanemarljivo maso
pa so narisana samo z robom.

Temeljni izrazi, ki so minimalno potrebni za resevanje na-
log, so prikazani tako®:

F=p (1.1)

in pri zgledih se v ¢im vecji meri sklicujemo nanje.

Sklici na enacébe so v okroglem oklepaju (1.1), klici na vire
pa v oglatem oklepaju [2]. Sklici na slike in preglednice so
zapisani zgolj s Stevilko, primer: slika 1.1.

1.3 Temeljni koncepti

Prostor Mechanski sistemi se v realnem syvetu vedno na-
hajajo v prostoru; kadar take sisteme teoreticno razisku-
jemo, moramo definirati idealiziran, s/matemati¢ni prostor,
v katerem uporabljeni zakoni veljajot./Taksen namisljen,
idealen prostor imenujemo nepgsSpeseni ali inercialni refe-
rencni okvir®. Na sliki 1.2 je prikazan primer inercialnega
referencnega okvirja, ki je eznacen s ¢rko I. Lego v takem
inercialnem okvirju ponayvadipopiSemo s pomocjo kartezije-
vega (pravokotnega) koordinatnega sistema. V dejanskem
svetu takega idealnega inercialnega referenénega okvirja ni;
¢e npr. zelo natanéno pogledamo neko “mirujoco” tocko
na povrsini Zemlje, potem ugotovimo, da je ta tocka izpo-
stavljena pospeskom, ki so izredno majhni in so predvsem
posledica gibanja planetov. Za veliko ve¢ino prakticnih pri-
merov dahko te vplive zanemarimo in smatramo zemljino
povrsino kot primer inercialnega okvirja.

Dolzina je merilo prostorske razseznosti. Standardna enota

za popis dolzine je meter: m.

Cas je merilo zaporednosti dogodkov. Standardna enota
za popis casa je sekunda: s.

Masa je merilo odpora na spremembo lege ali tudi me-
rilo gravitacijske privlacne sile. Standardna enota za popis
mase je kilogram: kg.

5Za temeljne izraze se Stejejo
tisti, s katerimi se/ahko z ma-
temati¢no operacijo_(integrira-
njem, odvajanjem) in znanimi
pogoji naloge (npr. zacetni po-
goji) pride do rezultata.

6ang. inertial frame of refe-

rence

J
Y
T
' T
J
I = T
Slika 1.2



v nasprotju s skalarnimi
veli¢inami imajo vektorske ve-
likost, smer, ki jo doloca pre-
mica nosilka vektorja in usmer-
jenost, ki jo dolo¢a puscica.

8Enota je ime dobila po: Isa-
acu Newtonu (*1642, 11727).

Tocka, Masna tocka
o . m

Sistem
masnih tock  Togo telo

omy

Slika 1.3

gang. degrees of freedom

10py; proznih telesih se stevilo
prostostnih stopenj poveca, saj
je treba opisati Se stanje
proznega telesa.

Slika 1.4

Slika 1.5
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Termodinamska temperatura je absolutno merilo tem-
perature. Standardna enota za popis termodinamske tem-
perature je kelvin: K.

Sila je vektorska veli¢ina”, ki meri delovanje enega telesa
na drugega. Standardna enota za popis sile je newton®:
N = kgm/s’.

Tocka, masna tocka, sistem masnih tock, togo telo.
Obravnavo dinamike bomo zaceli z enostavno todko, ki bo
definirana v nekem inercialnem referen¢nem okyirju. Bi-
stvena lastnost tocke je, da je njen polmer, zanemarljivo
majhen. Ce taki tocki dodamo maso, petem ‘govorimo o
masni tocki. Nadalje, ¢e ve¢ takih masnih tock povezemo
v sistem s poljubnimi povezavami, . potem govorimo o sis-
temu masnih tock. Ce se omejimo na obravnavanje togih
teles, potem so povezave med ‘masnimi tockami, ki sesta-
vljajo doloceno telo, konstantne in toge (tudi ob poljubno
veliki sili, ki bi delovala na tako telo). Slika 1.3 shematicno
prikazuje posamezne sisteme, ki jih bomo natanéneje obrav-
navali pozneje.

Prostostne, stopnje. Stevilo prostostnih stopenj’ pred-
stavlja, najmanjse Stevilo neodvisnih koordinat, s katerim
lahko eneliéno opisemo lego nekega telesa'®. Za stevilo pro-
stostnih.stopenj se uporablja oznaka P.

Tipic¢en primer sistema z eno prostostno stopnjo je prikazan
na sliki 1.4: lego valja, ki se (brez podrsavanja) kotali po
povrsini, je mogoce enolicno doloéiti z eno neodvisno spre-
menljivko; to je lahko pot teziséa valja s(t), lahko pa tudi
zasuk okoli tezisCa ¢(t), ki je s potjo s(t) povezana prek
polmera valja r: s(t) = 7 p(¥).

Primer sistema s dvema prostostnima stopnjama je prika-
zan na sliki 1.5: na vozicku je vertikalno vodilo za maso.
Vzmet povezuje vrv, ki je pripeta na maso z vrvjo, ki se
navija na kolo. Lego takSnega sistema je mogoce popisati
z dvema neodvisnima spremenljivkama: lahko sta to hori-
zontalna lega ohi§ja vozicka x(t) in raztezek vzmeti s(t).

Sistem s tremi prostostnimi stopnjami je prikazan na sliki 1.6:
trije valji se kotalijo po ravni povrsini. Gibanje vsakega je
mogoce natanéno dolociti z eno neodvisno spremenljivko.
Za popis sistema treh takih valjev, so potrebne torej tri
neodvisne spremenljivke: z1(t), z2(t), z3(t).



ot

1.3 Temeljni koncepti

Oglejmo si Se popis togega telesa v (trirazseznem) prostoru:
za enolicen popis lege potrebujemo Sest neodvisnih spre-
menljivk (tri translatorne in tri rotacijske prostostne sto-
pnje).

Tukaj velja izpostaviti Se, da se prostost odvzame, kadar
je dolo¢ena spremenljivka definirana (npr. pri sliki 1.5 bi
definiranje npr. x(t) = 2¢m/s Stevilo prostostnih stopenj
zmanjsalo za eno).

1.3.1 Pristop k resevanju

Resevanje fizikalnega problema/naloge je lahko zahtevno in
vcasih ne vemo, kako se naloge lotiti. Spodaj bomo v treh
korakih izpostavili nekaj vprasanj, ki bodo v pomoc ‘pri
reSevanju:

1. Fizikalno razumevanje naloge. Kaksne dogajanje opi-
suje? Katere predpostavke/poenostavitve lahko nare-
dimo? Katere dimenzije/mase so zanemarljive? Ka-
tere sile/momenti so zanemarljiyi?, Koliko prostostnih
stopenj ima opazovani sistem®, Prvi korak se konca s
skico naloge!!!

2. Uporaba temeljnih koneeptov/izrazov. Se katera veli-
¢ina (gibalna, vrtilna, encrgija) ohranja? Ce se katera
veli¢ina spremeni‘ali vemo, za koliko se spremeni? Ali
nas naloga sprasuje/po odvisnosti od ¢asa ali po odvi-
snosti od poti%.Nas zanima samo zacetno in konéno
stanje? Kateri koordinatni sistem uporabiti? Katere
prostestnésstopnje uporabiti?

3. ReSevanje. Nalogo resujemo po korakih. V praksi si
je najbolje pomagati z graficnimi prikazi rezultatov,
na tak nac¢in namrec¢ hitro ugotovimo morebitne ne-
konsistentnosti rezultatov.

Ce prva dva koraka dovolj dobro premislimo, se tretji ko-
rak lahko izkaze kot zelo preprost. V kolikor smo povrsni in
se prehitro lotimo tretjega koraka, je reSevanje manj pred-
vidljivo, nevarnost slepe poti in nepotrebnega izgubljanja
Casa vecja.

g

Slika 1.6

gkica je izredno pomembna.
Na skico vriSemo vse spre-
menljivke, mase. .. na katere se
sklicujemo med resevanjem na-
loge!






Poglavje

Dinamika trdnin

2.1 Kinematika tocke

Kot smo ze zapisali v uvodnem poglavju, kinematika obrav-
nava gibanje teles upoStevajo¢ samo kinematicne velicine
(lega, hitrost, pospesek). Sile, kispeyvzrocijo gibanje, nas v
okviru kinematike ne zanimajo in/posledi¢no nas ne zani-
majo niti vztrajnostni vplivi mas (torej masa sama).

Kinematika na splosne mui‘primarni fokus tega ucbenika,
zato se bomo omejilizgelj na kinematiko tocke (torej brez
mase in z neskonéhoumajhnim polmerom), ki je pomembna
za poznejSa poglayja ucbenika. Predstavljeni bodo nekateri
temeljni koneeptiTesevanja nalog v dinamiki, kot primer iz-
postavimeé zgolj ¢asovno ali krajevno odvisnost, premocrtno
ali ravninsko gibanje in razlicne koordinatne sisteme.

271.1 Premocrtno gibanje

Ze ime samo pove, da o premocrtnem gibanju totke govo-
rimo takrat, kadar se doloc¢ena tocka giblje vzdolz premice.
Za enolicno v lege take tocke potrebujemo eno neodvisno
spremenljivko (Stevilo prostostnih stopenj je torej P = 1).

Casovna odvisnost Pogosto nas v praksi zanima, kdaj
se je kaj zgodilo; torej ¢asovna odvisnost dogajanja. Kot
primer ¢asovno definirane premocrtne kinematike si po-
glejmo sliko 2.1: v inercialnem okvirju I je prikazana krogla,



A-A
SO
A
)
I s(t+ At)
=
Slika 2.1

12y praksi so pogosti odvodi
po casu in po kraju. Uvelja-
vljen krajsi zapis za odvod po
casu je s “piko” in odvod po
kraju s z apostrofom, primer:
w'(s) = dw/ds.
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ki se lahko pomika vzdolz vodilne palice. S s(t) je oznacena
lega krogle pri ¢asu ¢ in s s(t + At) lega pri ¢asu t + At.
Sprememba lege v spremembi casa At je:

As = s(t + At) — s(t). (2.1)

Kjer spremembo lege ponavadi poimenujemo pot. Ce pob
As delimo s spremembo casa At, s tem dolo¢imo povprecno
hitrost:

As

v= (2.2)

Ko koné¢ni ¢as At zelo skrajsamo, govorimo o infinitezi-
malno kratkem casu dt; seveda se/vatem cCasu izvede tudi
infinitezimalno majhna spremembarlege ds. Ker ne govo-
rimo ve¢ o kon¢éno dolgem ¢asu, pa¢ pa o zelo kratkem casu,
v katerem telo spremeni lego,lahko na ta nacin izracunamo
trenutno hitrost v; matematiéno to zapisemo:

As " /ds

P\ ! )

v =
in beremo: ‘odvod lege s po casu t. Odvode po ¢asu sicer
oznacimo tudi's “piko”nad spremenljivko'?, ki jo odvajamo,
torej:

ds

vV=§=—

- (2.4)

Na podoben na¢in s pomoé¢jo spremembe hitrosti Av =
v(t + At) — v(t) izracunamo povprecni pospesek v nekem
casovnem obdobju At:

Av

a=— 2.5
a AL (2.5)
in trenutni pospesek:
o Av de . d%s
il v T T Rk (26)

Zakljuéimo torej lahko, da z odvajanjem trenutne lege s
po casu izpeljemo trenutno hitrost; z odvajanjem trenutne
hitrosti po ¢asu pa pospesek:
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v=§ in a=8§=71. (2.7)

7 integracijo po ¢asu pa prchajamo v obratno smer. Ce
se vrnemo k izrazu, ki definira pospesek (2.6): a = dv/dt,
potem lahko izpeljemo:

adt = dv. (2.8)

Izpeljani izraz lahko integriramo na (2.9) po ¢asu, na desni
pa po hitrosti:

t1 V1
/ adt = / do. (2.9)
to Vo

Pri tem smo izbrali doloceno integriranje'®, kjer zachemo
integrirati pri ¢asu tg, ko je hitrost enaka v, in, kondamo
pri trenutnem ¢asu t1, ko je trenutna hitrost v1(= w(t1). Iz
izraza (2.9) izpeljemo:

t1
v — vy = / adt (2.10)
to
in naprej:
by
v(t1) = v =g —|—/ a dt. (2.11)
to

Podobno lahko z integriranjem hitrosti izpeljemo trenutno
lego. 7 izpeljave zacnemo pri trenutni hitrosti (2.3): v =

ds/dt:
vdh=ds. (2.12)

Izpeljani izraz lahko integriramo na levi po casu, na desni
pa-po legil?:

nty .51
/ vdt = / ds. (2.13)
to S0

Podobno kot za pospesek lahko potem, ko vstavimo meje,
zapisemo:

t
s(t1) = 81 = so —|—/ v dt. (2.14)

to

BKer je fizikalno nazornejse,
bomo v tem wucbeniku ve-
dno uporabljali doloc¢eno in-
tegriranje (v nasprotju z ne-
dolocenim integriranjem, pri
katerem moramo manjkajoce
konstante dolociti pozneje).

14Ge zagetna lega sp en bi
bila znana, bi Se vedno lahko
izracunali spremembo lege oz.
pot.



15pomembno  si je zapomniti
uporabljen princip mnozenja z
1 v smeri odvisnosti, ki jo
zelimo (ds/ds), saj ga bomo
pozneje e uporabili.
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Krajevna odvisnost Pri kinetiki masne tocke bo po-
stalo jasno, da se gibalna koli¢ina spremeni zaradi delovanja
sile; velikost spremembe pa je odvisna od velikosti sile in od
trajanja spremembe. Primarno je torej dinamika ¢asovno
odvisna, redko krajevno. Kljub temu pa nas pri ¢asovno
odvisnih sistemih lahko zanima krajevna odvisnost. Kot
primer izpostavimo hitrost pri doloceni legi.

Z razmisljanjem zacnimo pri izrazu (2.6): a = dv/d¢, ki de-
finira trenutni pospesek kot funkcijo ¢asa. Na desni strani
imamo razmerje spremembe hitrosti proti spremembi casa,
ki nam omogoca, da s pomocjo integracije izpeljemo tre-
nutno hitrost v odvisnosti od ¢asa v(t) (2.9). Analegno bi
lahko pricakovali, da je za izpeljavo hitrostivv'edvisnosti od
lege v(s), treba imeti pospesek definiran Kot, razimerje spre-
membe hitrosti proti spremembi lege: dw/ds. Kmalu bomo
ugotovili, da je to mogoce. Razmisljanjezacnimo s tem, da
obstojeci izraz za trenutni pospesek.pomnozimo na desni
strani z ds/ds:

_d;uds
T odt ds’

a (2.15)

ker je mnozenje z«ds/ds enako 1, nismo nic¢esar spremenili.
Hitro opazimo,(da Jahko diferenciale preuredimo:

dv. ds
R N (2.16)
——

v

inyugotovimo, da je ds/d¢ trenutna hitrost v ter nadalju-

jemo z izpeljavo!®:

a=v—. (2.17)

Nadaljujemo z lo¢evanjem spremenljivk in dodajanjem in-
tegracije ter integracijskih mej:

S1 U1
/ ads = / vdv. (2.18)
S0 vo

in koné¢no:

v(s1) =v1 =y [vf +2 / ads. (2.19)
50
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Zgled 2.1.1

Na sliki 2.2 je prikazana krogla, ki se giblje glede na izraz:
s(t) =2m+3tm/s—0,5(t—0,58)3m/s?, kjer je s razdalja
od izbranega izhodis¢a in t ¢as. Pri spodnjih vprasanjih se
omejite na obdobje: 0s <t < 3s

Dolocite:
1. Stevilo prostostnih stopenj krogle na vodilu.
2. Lego prit =1s.
3. Absolutno vrednost najvisje hitrosti.
4. Cas ty, ko krogla miruje.
5. Kaksno pot opravi krogla do ¢t = 3s.
6. Povprecno hitrost v prvih treh sekundah.
7. Pospesek prit = 0s.

Resitev

Najprej ugotovimo, da podano razdaljo v odvisnosti od casa
s(t) lahko hitro odvajamospo, casu in izpeljemo izraz za
trenutno hitrost (2.7) viodyishosti od casa:

v(t) =5=3M0/8§=1,5(t—0,55)?m/s>

in z nadaljnim! odvajanjem po ¢asu izpeljemo izraz za po-
spesek (2.7):

a(t)=3§=-3(t—0,5s)m/s".

Pot; hitrost in pospesek v odvisnosti od ¢asa prikazujejo
slike 2.3, 2.4 in 2.5. Opazimo, da se razdalja od izhodisca
najprej povecuje, potem pa se zacne zmanjSevati. Hitrost
je najprej pozitivna, nato ima maksimum, na koncu pa je
negativna. Pospesek pa s ¢asom linearno pada. Sedaj lahko
odgovorimo na vprasanja.

1. Naloga vprasuje po prostostnih stopnjah krogle na vo-
dilu na splosno. Odgovor je torej P = 1. Opomba: ker
je pri nalogi lega s(t) definirana, krogla dejansko nima
prostostnih stopenj.

A-A
N
A
| »
e’
I s(t)
=
Slika 2.2

g st
—~ 4F
t/ E
@ 3;

2 L L L L L

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t [s]
Slika 2.3

L ——

w 2F El

E o

[y _2§ E

=4 ;
o Oh L

0.00.5 1.0 1.52.0 25 3.0
t[s]

Slika 2.4

U
-2 F
E

= 6F
= 6¢

0.0 0.5 1.0 1.52.025 3.0
t[s]
Slika 2.5
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2. Lego pri t = 1s izracunamo zelo preprosto: v izraz za
s(t) vstavimo ustrezen cas:

s(1s) =4,9375m.

3. S slike 2.4 opazimo, da je najvecja pozitivna hitrost pri
priblizno 0,5s, da pa je negativna hitrost pri 3s vecja po
amplitudi. Odgovor torej je:

v(3s) = —6,375m/s.
4. Krogla miruje, ko je hitrost v(¢) enaka 0 m/s:
v(t) = 3m/s — 15 (t — 0,5)° m/s3 = 6fs

e —0,914s
1,914s.
Mozni sta torej dve resitvi, ker nas zanima obdobje od
0s do 3s, je pravi odgovor: t3 = 1,91421s.

sledi:

5. Moramo biti pazljiviy naloga nas sprasuje po poti, ne po
legi. Dokler se krogla ne ustavi, se giblje v pozitivno
smeri, nato pa v megativno smeri. Sledi torej pot:

sa=[5(t3) — s(08)| + |s(3s) — s(ts3)]
= (4,266 + 3,141) m = 7,407 m.
Dojistega rezultata bi prisli z integralom absolutne hi-
trosti po Gasu: fjs lo(t)] dt.

6¢ Sledimo izrazu (2.2). Sprememba lege je:
As = 5(3s) —s(0s) = 3,18m — 2,06 m = 1,125 m.
Ker je sprememba ¢asa At = 3 s, sledi:

As -
= = 0,375 m/s.

|

. Relativno preprosta resitev:

7

>
7 >
.

¢

a(0s) = 1,5m/s2.

) £

t) Zgled 2.1.2
A Na sliki 2.6 je prikazana krogla s pospeskom a = 3m/s”.
*| Ce gibanje za¢nemo spremljati pri legi so = Om in hitrosti

v = 2m/s, potem dolocCite:
Slika 2.6 0 /5P
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1. Hitrost pri s; = 1 m.
2. Hitrost pri t; = 1s.
3. Pot prit; = 1s.

Resitev

Najprej ugotovimo, da je pospesek a konstanten.
1. Glede na izraz a = vdv/ds (2.17) izpeljemo:

S1 v1
/ ads = / vdwv.
So Vo

Sledi torej:

v(s1) = v1 =y [v§ +2 / ads = \/vg 1%2a(s; — sg).
J s0

Hitrost v odvisnosti od poti §je“prikazana na sliki 2.7.
Iskana hitrost v(s1) = V10m/s =316 m/s.

2. Izhajamo iz izraza a = do/dt.(2.7) in izpeljemo:

31
to

Hitrost v odwisnosti od casa je prikazana na sliki 2.8.
Iskana hitrostje: v(t1) = 5m/s.

3. Ponovino izhajamo iz izraza v = ds/dt (2.7), pri ¢emer
za hitrost v uporabimo v prejsnji tocki izpeljan izraz:

ot S1
/ v(t)dt = / ds,
to S0

integracijska spremenljivka je ¢, zato sledi:

t1 S1
/ vg+a(t—t0)dt:/ ds.
to So

Sedaj integriramo:
#2 b
Uot-l-a(z—tot) 51

= 3|s07

to

00 05 10 15
s [m]

Slika 2.7

2.0

v(t) [m/s]

00 05 10 15
t[s]

Slika 2.8

2.0
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Slika 2.9
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vstavimo meje in upostevamo, da je so = Om in tg = Os:

12
Vo t1 +a§1=sl,

ker je t; lahko kateri koli ¢as ¢ vecji od 0's, lahko zapiSemo
bolj splosno:
t2
s(t)=wvot+a 5
Slika 2.9 prikazuje pot v odvisnosti od ¢asa. lzracimati
je treba Se iskano pot: s(t;) = 3,5m.
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A-A
S\
A
| O
)
I s(t)
A

Naloga 2.1.1

Na sliki je prikazana krogla, ki je namescena
na vodilo. Krogla se lahko giblje
premocrtno vzdolz vodila, pri ¢emer njeno
lego definira funkcija: z(t) = a + bt>.

Podatki: a=3ma=3 b=—4m/s
T =15,500s

Vprasanja:
1. Kaksen je tip gibanja krogle? (1:
premocrtni, 2: ravninski)
Odg:(' I
2. Dolocite lego krogle pri casu t =T

Odgy 83~ m
3. Dolocite hitrost krogle pri casust™="T".

Qdg: MCI— m/s
4. Dolocite pospesek kroglewpri casu ¢t = T'.

Odg: 8— m/s?

Naloga 2.1.2

Na sliki je prikazana krogla, ki je namescena
nas, vodilo. Krogla se lahko giblje
premocrtno vzdolz vodila, pri ¢emer njeno
lego definira funkcija: z(t) = a + bt®.

Podatki: a=—8,500m b=6,500m/s"
T=11s

Vprasanja:

1. Dolocite lego krogle pri casu ¢t = T1'.

Odg: ®0I x €MD, 8 m
2. Dolocite hitrost krogle pri casu t =7

Odg: ®0I x 008,& m/s

3. Dolocite pospesek krogle pri ¢asu t = T.

Odg: esh m/s?

Naloga 2.1.3

Na sliki je prikazana krogla, ki je namescena
na vodilo. Krogla se lahke giblje
premocrtno vzdolz vodila, pri ¢emér njeno
lego definira funkcija: z(t) = @ +sin(bt).

Podatki: a=5m b=27gad/s T=1s
Vprasanja:

1. Doloéite lego krogle'pri casu t = T

Odg: 9¢.é& m
2. Dolocite hitrost krogle pri casu t =T

Odg: 888Y— m/s
3. Doloecité pospesek krogle pri casu t =T.

Odg: 8RIYed— m/s?

Naloga 2.1.4

Na sliki je prikazano krogla, ki je namescena
na vodilo. Krogla se lahko giblje
premocrtno vzdolz vodila, pri ¢emer njeno
lego definira funkcija: () = a 4+ bt* + ct®.

Podatki: a=—2,500m b=3,500m/s>
c=3,500m/s® T=21s
Vprasanja:
1. Dolocite lego krogle pri casu T'.

Odg: ®0I x 38e.&& m
2. Dolocite hitrost krogle pri ¢asu T'.

Odg: ®0I x 87V m/s
3. Dolocite pospesek krogle pri ¢asu 7T

Odg: 8N  m/s?

Naloga 2.1.5

Na sliki je prikazana krogla, ki je namescena
na vodilo. Krogla se lahko giblje
premocrtno vzdolz vodila pri ¢emer je po-
znan njen pospesek a(t) = b.

Podatki: b=—10m/s> T =165
Vprasanja:

1. Dolocite pospesek pri ¢asu t =T.
Odg: 0I— m/s?
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2.1.2 Ravninsko gibanje

Ime samo pove, da govorimo o gibanju tocke v ravnini. Za
enoli¢no dolocitev lege take tocke potrebujemo dve neodvi-
sni spremenljivki (Stevilo prostostnih stopenj je P = 2).

Casovna odvisnost Podobno kot pri premoértnem gi-
banju, si bomo najprej pogledali ¢asovno odvisno dogaja-
nje. Primer ¢asovno definirane premocrtne kinematike je
na sliki 2.10: v inercialnem okvirju I je prikazana tocka,
ki se lahko pomika v xy ravnini. Z 7(t) je oznacena lega
tocke pri casu t in z 7(t + At) lega pri casu t + At. Ce smo
pri premoc¢rtnem gibanju lego lahko opisali s skalarjem, je
tukaj uporabljen dvorazsezen krajevni vektor 7.

Podobno kot pri premocrtnem gibanju z deljenjem. spre-
membe lege Ar s spremembo casa At dolo¢imo ‘pouprecno
hitrost; ¢e smo bolj natancni gre za vektor povprecne hi-
trosti:

Ar

= (2.20)

v =

Ko kon¢ni ¢as At postane infinitezimalno kratek dt, postane
tudi sprememba lege infinitezimalno majhna dr in lahko
izraGunamo vektor trenutne. hitrosti v:
An” \dr
= lim —=—=— =7 2.21
R vy At dt " ( )
in beremo: ,odved krajevnega vektorja r po ¢asu t.

Na podoben nacin s pomocjo spremembe hitrosti Av =
v(t + At) — v(t) izracunamo vektor povpreénega pospeska v
nekem ¢asovnem obdobju At:

Av

a=—— 2.22
a=— (2.22)
in trenutni pospesek:
. Av dv A
AT m @ (2.23)

Ugotovimo lahko, da smo pri§li do podobnih zakljuckov
kot pri enorazseznem premocrtnem gibanju, vendar je dvo-
razsezen pristop predstavljen v tem poglavju bolj splosno;

Slika 2.10



Slika 2.11

16Kam;ezijev koordinatni sis-
tem je leta 1637 vpeljal René
Descartes (*¥1596, 11650) [8].
Ime kartezijev izhaja iz latinske
oblike njegovega priimka: Car-
tesius.
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Se vec, enostavno se ga lahko posplosi v vec¢ razseznosti. Za
poljubno razsezen krajevni vektor torej velja:

v="T n a=1=7. (2.24)

7 integracijo po Casu pa prehajamo v obratno smer:

t1 v
/ adt :/ dv (2.25)
to vo

t1 1
/ vdt :/ dr. (2.26)
to 0

2.1.3 Pravokotni ali kartezijev koordinatni
sistem

in:

V praksi najpogosteje uporabljeni koordinatni sistem je pra-
vokotni ali kartezijev'®koordinatni sistem, slika 2.11. Pra-
vokotni koordinatni sistem definirata dva pravokotna enot-
ska vektorja ¢ in®j \Enotska vektorja imata izhodisce iner-
cialnega okvirjarI in, kot ime pove, imata dolzino enako 1:
|| = |7] =.1! Psi tem je pomembno, da se enotska vek-
torja pravokotnega koordinatnega sistema s ¢asom ne spre-
minjatan(pozneje bomo videli, da to pri ostalih obravnava-
nih koordinatnih sistemih ni res). Ce se vrnemo k sliki 2.11,
potem krajevni vektor r do tocke T zapiSemo kot:

r=zi+yj. (2.27)

Glede na temeljni izraz (2.24), lahko z odvajanjem izpe-
ljemo hitrost:

de . di dy .  dj
= — x —_— —_— —_—

dt AT TE T
Pri odvajanju izraza (2.28) ugotovimo, da je odvod kon-
stantnega vektorja po ¢asu enak ni¢: di¢/dt = dj/d¢ = 0.
Sledi torej:

P (2.28)

V=1 =ity (2.29)

7 nadaljnim odvajanjem hitrosti po ¢asu izpeljemo trenutni
pospesek a.
Konéno lahko zapiSemo temeljni izraz:

V=r==21+9yJ a=7r=2t+4j. (2.30)
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2.1.4 Naravni koordinatni sistem

Ce je bistvena lastnost pravokotnega koordinatnega sistema,
da ga definirata pravokotna in konstantna enotska vektorja,
potem je bistvena lastnost naravnega koordinatnega sistema,
da ga definirata pravokotna enotska vektorja e, in e,, ki se
premikata z opazovano tocko. Na sliki 2.12 je z oranzno pre-
kinjeno ¢rto prikazana trajektorija gibanja izbrane tocke.
Ce gibanje opazujemo v tocki T, potem tangenta ¢ na traj-
ektorijo gibanja definira smer tangentnega enotskega vek-
torja e, (usmerjenost definira pozitivna hitrost v). Smer
normalnega enotskega vektorja e, je taka, da je pravokoten
na tangentni enotski vektor e,, usmerjenost pa je taka, da
kaze vektor e, v smeri trenutnega pola hitrosti'” P. Infini-
tezimalno kratek ¢as pozneje se opazovana tocka nahaja na
mestu T’, enotski krajevni vektorji pa so takrat e/, e/ Jer
je med tockama T in T/ potekel infinitezimalno majhencas,
tocka Se vedno krozi okoli istega pola hitrosti P in na istem
polmeru 7; glede na pol P se je opazovana toéka premaknila
za infinitezimalni kot dd.

Vektor trenutne tangentne hitrosti vwmaravnem koordina-
tnem sistemu torej definiramo kot;:

v=ue,. (2.31)

Skalar v je trenutna hitrost tocke. Glede na definicijo na-
ravnega koordinatnega sistema je to hkrati tudi velikost
trenutne tangentne/hitrosti. Hitrost v normalni smeri na-
ravnega koordinatnega sistema je enaka ni¢c. Ker je torej
pri naravnem koordinatnem sistemu vsa hitrost v smeri tan-
gente, lahko podobno kot pri premoértnem gibanju (2.7),
pot po trajektoriji izracunamo z integracijo trenutne hitro-
sti v po casu:

5= /tv dt. (2.32)

Podobno kot pri pravokotnem koordinatnem sistemu (2.28),
trenutni pospesek glede na izraz (2.24) izpeljemo:

a=v=ve t+vé,. (2.33)

Pri pravokotnem koordinatnem sistemu sta enotska vekto-
rja ¢ in j konstantna in njun odvod enak 0; pri naravnem
koordinatnem sistemu pa se enotska vektorja premikata (v
¢asu) z opazovano tocko in je torej odvod po €asu razlicen

J

Slika 2.12

T pol  hitrosti je navidezno
mirujoca tocka, okoli katere
v nekem trenutku opazovana
tocka/telo krozi (v kolikor se
tocka giblje premocrtno, je pol
hitrosti v neskoné¢nosti).
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18Opomba: o wvelikosti govo-
rimo takrat' kadar govorimo o
velikostisvektorske velic¢ine.
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od 0. V izrazu (2.33) moramo torej dolociti vektor é,, ki je
definiran kot:
o _ de,
Codt’
Pomagamo si s sliko 2.13, kjer sta prikazana vektorja e, in

e ter s sliko 2.12. Ker gre za diferencialno majhen pomik
in ker je dolzina enotskega vektorja ena, velja:

(2.34)

de,=1-dvY-e,, (2.35)

kjer je 1 dv velikost spremembe in de, smer spremembé./Pri
tem smo zaradi infinitezimalno majhne spremembekota dJ
lahko predpostavili, da je smer enotskega vektorja'e, enaka
smeri de,.
Da dobimo odvod po ¢asu (2.34), moramo,izraz (2.35) deliti
z diferencialom casa dt:
de, dv .
é = =—e,=1te,! 2.36

oAt dt (2.36)
Vstavimo izraz za é, v izrazwza pospesek v naravnem koor-
dinatnem sistemu 2.33:

a=1ie +ubé. (2.37)

Izraz (2.37) dam _Se ni povsem vSe¢, saj kotna hitrost 0
ni veli¢inay ki je ponavadi poznana. S slike 2.12 opazimo,
da s pomoecjo polmera kroZenja r in kotne hitrosti ¢ lahko
definifamo trenutno tangentno hitrost: v = r 9.

Ket velja ¥ = v/r, sledi temeljni izraz:

. v?
a=_0 e + g (2.38)
a, ~—~

an

kjer smo z a, oznacili tangentni in z a, normalni pospesek.

Velikost '®pospeska pa je definirana kot:

a=+/a2+ a2 (2.39)

2.1.5 Polarni koordinatni sistem

Poleg pravokotnega in naravnega koordinatnega sistema se
pogosto uporablja Se polarni ali radialni koordinatni sistem.
Pri polarnem koordinatnem sistemu gibanje toc¢ke opisemo
z enotskima krajevnima vektorjema, ki se vrtita glede na
izhodiSce inercialnega okvirja I, slika 2.14.
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Smer radialnega enotskega krajevnega vektorja e, je defi-
nirana s premico skozi izhodice I in opazovano tocko T,
usmerjenost pa je vedno pozitivna stran od izhodis¢a. Smer
kroznega enotskega krajevnega vektorja e, je pravokotna
na radialni enotski vektor, usmerjenost pa je pozitivna v na-
sprotni smeri urinega kazalca, slika 2.14. S pomo¢jo enot-
skih vektorjev pravokotnega koordinatnega sistem ¢ in j
in kota ¢!%lahko enotska vektorja polarnega koordinatnega
sistema zapiSemo kot (slika 2.15):

e, =+icosp+7Jsing (2.40)
e, = —t sinp + j cos . (2.41)

Ce je znana razdalja r od izhodiséa I do tocke T, potem je
krajevni vektor do tocke T definiran kot:

r=re,. (2.42)

Trenutno hitrost izpeljemo tako, da krajevni,vektor r od-
vajamo po CGasu (2.24):

v=T="re +re,. (2.43)
Za nadaljevanje je treba izpeljatiizraz?0za e,:

e, = —1¢ sinp +9 Heos ¢ (2.44)
in ugotovimo:

e &\gel,. (2.45)
Nadaljujemo z izpeljavo hitrosti (2.43):

V=T=_7T e+ TP e, (2.46)

v, v

kjer je v, radialna hitrost, v, pa krozna hitrost. Velikost
hitrosti je torej:

v=4/vE+02. (2.47)

S

=

/
A

Slika 2.14

L9poudariti je treba, da ¢ meri
kot ¥ protiurni smeri od ob-
secise z do premice, ki gre skozi
tocki I in T.

Slika 2.15

20Kotno hitrost ¢ pogosto
oznacimo tudi z w.



21K otni pospesek ¢ pogosto
oznacimo tudi z o.
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Sedaj nas zanima Se trenutni pospesek v polarnem koor-

dinatnem sistemu; izraz (2.46) torej odvajamo po ¢asu?l:

a=7=ie +reé +rpe,+1(Pe,+peé,). (2.48)
Podobno kot zgoraj (2.44) izpeljemo izraz é:

e, =—1pcosp+—jpsing=—pe, (2.49)
in nadaljujemo z izpeljavo pospeska (2.48):

a=ie +rpe, +rpe,+rpe, —rpieN, (2.50)

Preostane samo Se urejanje izraza:

a=7=(F—1¢%) e+ (27 p+1P) e, (2.51)
N—_——— N—————’
a, (7

Kjer je z a, oznacen radialni,»z a, pa krozni pospesek. Ve-
likost pospeska je torej:

a=,/a? +dz,. (2.52)

Opomba: ¢lena-kroznega pospeska a, pogosto tudi poime-
nujemeo: 27 @ je Coriolisov pospesek, r ¢ pa centrifugalni
pospesek s, Coriolisov pospesek je navidezni pospesek, ki se
pojavi,samo v relativnem koordinatnem sistemu.
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Zgled 2.1.3

Na sliki 2.16 je prikazano gibanje izstrelka, ki je izpostavljen
zgolj teznostnemu pospesku (zraéni upor zanemarimo). Zna-
na je zacCetna hitrost vg.

Uz0

Podatki: vy = ( ) Vg0 = 10m/s, v,0 = 20m/s,

Uy0
g=98lm/s? t; =1s,y = 10m

Dolocite:

1. Stevilo prostostnih stopenj izstrelka.
2. Hitrost pri t;.

3. Pot pri ¢;.

4. Vertikalno hitrost pri visini y; .

Resitev

Gre za relativno preprosto nal6go, “kjer se izstrelek (ima
lastnosti tocke) v zacetku (&g ="0's) giblje z zacetno vek-
torsko hitrostjo vg. Med gibanjem je izstrelek izpostavljen
gravitacijskemu pospesku vavertikalni smeri. Naloga je defi-
nirana v pravokotnem, kartezijevem koordinatnem sistemu;
izkazalo se bo, darje za vprasanje 3 bolj primeren naravni
koordinatni sistem:

1. Izstrelek se‘giblje v ravnini in ima glede na definicijo na-
loge?2dve prostostni stopnji (P = 2). Lego izstrelka tako
lahko enoli¢no popisemo z dvema neodvisnima spremen-
liivkama (npr. z,y).

2. Ugotovimo, da na izstrelek deluje zgolj teznostni po-
spesek v y smeri:

=(5)

in z integracijo po ¢asu (2.24) izpeljemo:

V1 ty
/ dv = / a dt.
vo to

Yy g
e —
'UO'A e
IS
Slika 2.16

22Ker obravnavamo telo za-
nemarljive dimenzije - tocko, ni
rotacijskih prostostnih stopnj.



v(t) m/s]

© T
=
S}
w
& [

t[s]
Slika 2.17

23Zahtevnostna  raven spo-
dnjega integrala presega okvir
tega ucbenika; v praksi ga
reSimo s pomocju programow
za simboli¢no reSevanje, ali
pois¢emo numericno resitevs

s(t) fun]

(=}
5]
w
O T A

t[s]

Slika 2.18
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Sledi:

(¥
U(t1)=1)1=1)0+at1=< «0 >

Vyo — g1

10
= In/S.
< 10,19 >

3. Gre za zahtevnejSe vprasSanje, saj nas ne zanima lega v
x ali y smeri, kar bi lahko izracunali z enostavnimsinte-
griranjem (po komponentah) izraza za hitrost. Zanima
nas pot, ki jo opravi izstrelek, torej dolzinaltrajektorije.
To lahko izracunamo tako, da uporabime maravni koor-
dinatni sistern. Naravni koordinatni sistem uma namrec
vso hitrost v smeri tangente v; na.trajektorijo in nic hi-
trosti v normalni smeri. 7 integriranjem hitrosti v; pa
izracunamo pot (2.7). Najprejitore] definirajmo absolu-
tno hitrost (glede na prejsnjitedgovor):

v(t) = \/U?c + 2% \/U§O+ (vyo — gt)?

in jo prikazimoyna sliki 2.17.

Nadaljujemow £ ds/dt in izpeljemo?3:

t1
$(t1) =81 = so+/ vdt
J i

0
t1
=50 +/ \/”9250 + (vyo — gt)? dt
to

_ (gtl —’Uy())A
29
— % log (A — gt1 + vyo)
Yyo /.2 2
+ 24 Vzo T Vyo
’020 2 2
+ = log(,/fuz 4 @G A= o 0)
2g 0 y0 Y
= 18,176 m.

Kjer je A = \/92 t1 —2gt1vy0 +v3p +v3. Pot s(t) je
prikazana na sliki 2.18.

4. Ker potrebujemo odvisnost hitrosti od poti, zatnemo z
izvajanjem pri izrazu (2.24) a = dv/d¢ in ga zapisemo
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samo za komponento y:

_
oAt

ay = —g

Nadaljujemo podobno kot pri izrazu (2.17):

_dydy _ . dy
=@ day  Yay
Sledi:

Vy1 Y1
/ ydy = / —gdy.
Vy0 Yo

Zanima nas samo y smer, zato sledi (slika 2.19): ¢)°

y(yHm/s]

0 5 10 15 20 25 30

vy1 = 4/ vgp — 2991 = 14,2759 m/s. y [m]

Slika 2.19

Zgled 2.1.4

Na sliki 2.20 je prikazan avtomobil, ki vozi skozi ovinek;
za namen te naloge avtomobil poenostayimo s tocko. Slika
kaze, da teznostni pospesek deluje ¥ vertikalni smeri, avto-
mobil pa se giblje po horizontalni . ravnini. V zacetku ovinka
ima avtomobil hitrost vg; voznik lahko ovinek prevozi po
polmeru 7. Slika 2.20

Podatki: vy = 30my/s, a.= 2g, 7 = 100m, g = 9,81 m/s?,
t1 =1s, s7 =50m.

Dolocite:

1. Tangentni pospesek avtomobila pri voznji s konstan-
tno hitrostjo vy skozi ovinek polmera r.

24 Normalni pospesek avtomobila pri voznji s konstan-
tno hitrostjo vy skozi ovinek polmera r.

3. Ce avtomobil pospesuje s pospeskom a, potem izra-
¢unajte hitrost pri ¢asu t¢;.

4. Ce avtomobil pospesuje s pospeskom a, potem izra-
cunajte hitrost, ko prevozi pot s;.

5. Ce avtomobil pospesuje s pospeskom a, potem izra-
cunajte velikost pospeska, ko prevozi pot s;.
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Resitev

Naloga je relativno preprosta, gre za pogost primer v pra-
ksi. Normalni in tangentni pospeski nas lahko zanimajo
zaradi udobja potnikov, preucevanja zdrsa. ..

Sicer pa gre za nalogo, pri kateri je uporaba naravnega koor-
dinatnega sistema ocitna; podatke o voznji namrec¢ v pra-
ksi merimo znotraj avtomobila. Hitrost avtomobila je v
dolocenem trenutku tangentna na trajektorijo gibanja.

1. Gre za trivialno vpraSanje: e se vozilo giblje s konstan-
tno hitrostjo, potem je tangentni pospesek enak nic. Za
podrobnosti glejte (2.38).

2. Uporabimo temeljni izraz (2.38) in definicijomormalnega
pospeskas:
2
)
a, = 2 =9m/s%
r
3. Ker avtomobil sedaj pospesuje (avtomobil lahko pospesu-
je samo v smeri trajektorije, torej tangente), velja a, =
a = 2¢g = dv/dtA2.7). Poudariti velja, da dogajanje
spremljamo vzdolztangentne koordinatne osi naravnega

koordinatnega sistema (ne vektorsko!). Z integracijo in
vstavitvijolmej:

t1 V1
/ 2¢gdt = / dv
to )

izpeljemo:
v(t1) =vo+2gt; =49,62m/s.

Hitrost pri pospesenem gibanju v odvisnosti od ¢asa pri-
kazuje slika 2.21.

4. Za izracun hitrosti v odvisnosti od poti po trajektoriji
moramo ¢asovno odvisnost hitrosti (prej$nje vprasanje)
preurediti na krajevno odvisnost; pri tem nas zanima
samo tangentna komponenta in si zato pomagamo z iz-
razom (2.17) a = vdv/ds:

S
v(s1) = v = 4 [vE +2 / ads

S0

= 53,498 m/s.

Pri tem smo upostevali sp = O0m. Hitrost v odvisnosti
od poti je prikazana na sliki 2.22.
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5. Glede na izraz (2.38) je velikost pospeska definirana kot:

a1 = /a2 + a?

- oo+ (2e2)’

=34,7m/s>.

Zgled 2.1.5

Na sliki 2.23 je prikazana krogla, ki se lahko giblje vzdolz
vodila. Lego krogle podaja razdalja od vrtis¢a do tezisca
mase definira r(t) in kot ¢(t) med vodilom in osjo z. Kroglo
poenostavimo s tocko.

Podatki: t1 = 1s
r(t) =0,1m + 23 m/s3,
o(t) = 1t rad/s + 2t rad/s?,

Dolocite:

1. Radialno hitrost pri ¢asu t;.
2. Velikost hitrosti pri casu ti.
3. Krozni pospesek pri casu #1-

4. Velikost pospeska pri‘€asu ¢7.

Resitev

1. Glede na izraz,(2.46), velja:
vty = 7(t1) = 6t2m/s® = 6m/s.

2+ Da doloc¢imo velikost hitrosti, moramo dolociti se krozno
hitrost:

v, (t1) = r(t1) p(t1)
= (0,1m 4+ 23 m/s®) (1rad/s + 4, rad/s?)
=10,5m/s.

Sledi doloé¢itev velikost hitrosti:

v=4/v:+02 =12,093m/s.

Casovno odvisna velikost hitrosti je prikazana na sliki 2.24.

v(t) [m/s]

“

N

Prerez

Slika 2.23

g

05 1.0 15 20

t[s]

Slika 2.24
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3. Glede na izraz (2.51) sledi krozni pospesek:

ap = 27(t1) ¢(t1) + r(t1) ¢(t1)
=12m/s* 3 (1rad/s 4 4rad/s* 1)+
(0,1m + 2m/s% t}) 4rad/s?
=68,4m/s%

4. Za velikost pospeska moramo najprej izracunati Se radi-
alni pospesek:
a, = i(t) = r(t1) ¢(tr)?
=12m/s* t;—
(0,1m + 2m/s* t3) (1 rad /g drad /s? t;)?
= —40,5m/s%.

Sledi velikost pospeska:
a=/a? + a2 =79.491 m/s>.

t[5 Velikost pospeskayv-odvisnosti od ¢asa je prikazana na
2 sliki 2.25. Take "pri velikosti hitrosti, kot pri velikosti
Slika 2.25 pospeskatopazimo, da s ¢asom hitro narascata.

4

00 05 10 15 20
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Naloga 2.1.6

Odlocili ste se, da boste numeri¢no preverili
Galilejev eksperiment na posevnem stolpu
v Pisi. Dve krogli, prva mase m; in druga
mase me, spustite z viSine h. Prvo kroglo
spustite, da pade vertikalno, drugo pa v ho-
rizontalni smeri s hitrostjo vg. Visina spusta
je h (zracni upor zanemarite).

h

Podatki: mi1=2kg mo=0,750kg
vo=23m/s h=50m ¢=9,810m/s’

Vprasanja:

1. Kaksen je tip gibanja druge krogle? (1:
premocrtni, 2: ravninski)
Odg: ¢

2. Koliko casa pada prvarkregla?
Odg: €RLE s

3. Koliko ¢asa padaydruga krogla?
Odg: &€RLE s

4. Dolocite razdaljo (.
Odg: EEMEY m
5¢ Koliksna je absolutna hitrost padca prve
krogle?
Odg: ISEIE€ m/s
6: Koliksna je ob padcu absolutna hitrost

druge krogle?
Odg: 88,88 m/s

Naloga 2.1.7

Pilot letala bi rad odvrgel paket na tocko A.
Doloéite kot © med direktno in horizontalno
linijo v trenutku, ko mora pilot izpustiti pa-
ket. Zanemarite zra¢ni upor.

Podatki: H=200m v=240km/h
g=9,810m/s>

Vprasanja:
1. Dolocite hitresteletala v osnovnih enotah.

Odg: Y00,00 m/s
2. Koliko.prostostnih stopenj ima paket?

Odg: ¢
3. Dologite ¢as padanja paketa.
Odg: 09880 s
4.%Koliko metrov pred tocko A mora pilot
izpustiti paket?
Odg: I0V.GS™ m
5. Koliksen je kot 67
Odg: colL.gs °

Naloga 2.1.8

Avtomobil na sliki se s konstantno hitrostjo
v priblizuje ovinku. Oznaceni sta dve sledi
voznje skozi ovinek, prva po krivini s pol-
merom 71 in druga po krivini s polmerom
T2.

Podatki: v=97km/h
o =86 M

T = 70 m
a1 = 3,250 In/s2

Vprasanja:

1. Kolik$na je hitrost avtomobila v osnovnih
enotah?
Odg: MedS m/s
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2. Kaksen je normalni pospesek na voznika, ce
avtomobil pelje po krivini s polmerom 717

Odg: IVE0L m/s?
3. Kaksen je normalni pospesek na voznika, ¢e
avtomobil pelje po krivini s polmerom r2?

Odg: S8 m/s?
4. V ovinku voznik nenadoma pritisne na
zavoro, ki povzro¢i pojemek a; v smeri
voznje. Dolocite absolutni pospesek na
voznika (za krivino 72).
Odg: 9808 m/s?

Naloga 2.1.9

Krogla se lahko po vodilu premika brez
trenja. Nagib vodila definira kot f(¢) =
a + bt + ct?, razdaljo krogle od vrtisca pa
r(t) = dt>.

Prerez vodila in krogle

Podatki: a=-—1,650rad b=>5rad/s
c=—T7rad/s* d=0,900m/s? (T=2900s

Vprasanja:
1. Dolocite kot f(t) pri casd 7.
Odg: 020.0h— rad
2. Dolocite razdaljé r(t) pri casu T
Odg: 08e,IS m
3. Dolociteradialno hitrost pri ¢asu 7.

Odg: YOV.CC m/s
Dolocite krozno hitrost pri casu 7'.

=

Odg: DA I8Y— m/s
5. Dolocite radialni pospesek pri 7.
Odg: 0l x €08,YS— m/s?

6. Dolocite krozni pospesek pri 7'
Odg: ®0I x be@ [— m/s?

Naloga 2.1.10

Kolut se vrti na mestu. Zasuk je podan z
©(t) = a + bt?. Radialni pomik zatica je
podan z r(t) = ct.

Podatki: “a=2,800rad b=10rad/s>
c=Tm/s% T1 =1,100s 62=230°
T5=0,300s

Vprasanja:

1. Kateri koordinatni sistem je uporabljen za
popis lege zatica? (1: kartezijev, 2: polarni)

Odg: ¢

2. Dolocite radialno hitrost v, 1 ob ¢asu T7.

Odg: vp,1 = 0IMGE m/s
3. Pretvorite zasuk @5 v radiane.
Odg: O3 rqq = P0L  rad

4. Po koliksnem casu T» znasa zasuk ¢ = O37?

Odg: To = 8M0 s
5. Dolocite krozni pospesek ay o ob zasuku
Y = @2.
Odg: ag,2 = 90bId m/s?
6. Dolocite absolutno vrednost hitrosti vs ob
casu T3.
Odg: vz = M0S,C m/s
7. Dolocite hitrost zatica v smeri  ob casu
Ts.
Odg: vg3 = €00, I— m/s
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2.2 Kinetika masne tocke

V nasprotju s kinematiko tocke, ki obravnava gibanje tocke
(poglavije 2.1), se tukaj sprasujemo, zakaj se dolo¢ena toc-
kovna masa sploh giblje. Kot ime pove, Se vedno ostajamo
pri telesu z neskoncno majhnim premerom (tocka), ki pa
ima znano maso m.

2.2.1 Gibalna koli¢ina

Na sliki 2.26 je tako prikazana masna tocka m, ki se giblje
s hitrostjo v = . Mnozenje obeh veli¢in, torej mase m in
hitrosti v, definira gibalno kolicino?*:

p=mt. (2.53)

Ce na masno tocko zacne v nekem trenutku delovati sila F
(slika 2.27), potem ta povzro¢i spremembo ‘gibanja. Po-
membno je poudariti, da je sila (tudi montent /navor) vzrok,
sprememba gibanja pa posledica!

Da pravilno lo¢imo vzroke od posledic,”si pomagamo s t. i.
diagram prostega telesa®®. Diagram prostega telesa narise-
mo tako, da preucevano telo‘izrezemo iz okolice in nariS§emo
vse sile in momente (vzroke),“ki delujejo na telo. Treba
je poudariti, da ne riSeme posledicnih kinematic¢nih veli¢in
(hitrost, pospesek) imkinematicno definiranih sil (npr. vzt-
rajnostnih sil). Za primer na sliki 2.27, je diagram prostega
telesa prikazan na, sliki 2.28.

Ce se vrnemo nazaj na gibalno kolicino (2.53): sila, ki de-
luje na masno tocko, spremeni njeno gibanje; bolj to¢no,
spremeni gibalno koli¢ino masne tocke. Dlje ¢asa, ko sila
deluje, bolj jo spremeni. Vpliv sile na gibalno koli¢ino je
prvi pravilno raziskal Isaac Newton, ki je ugotovil:

F =p. (2.54)

Ce je torej vsota vseh sil na masno tocko enaka nic, se
gibalna koli¢ina ohranja. Ta sklep imenujemo tudi zakon o
ohranitvi gibalne kolicine.

Z izpeljavo lahko nadaljujemo (2.53):

_dm dv

P—EU‘FmE’ (2.55)

Slika 2.26

24ang. linear momentum

2‘laang»;. Free-Body Diagram

v
m

z Y r
I xr

Slika 2.27

m
\ .
Slika 2.28
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FA Am(t)
F

Y

T

Slika 2.29

ang. ‘angular momentum
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¢e se masa m s ¢asom ne spreminja®®; sledi dm/dt = 0:

F=p=mv=ma. (2.56)

S tem smo v bistvu izpeljali II. Newtonov zakon (opomba:
sila F' lahko predstavlja tudi vsoto vseh sil, ki delujejo na
masno tocko).

Po drugi strani pa lahko izraz (2.54) integriramo:

/ Fdt= / dp, 2:57)

kjer levi del izraza imenujemo impulz sile, (alistudi sunek
sile) in ozna¢imo I = f F'dt, desni del pa, oznacuje spre-
membo gibalne koli¢cine Ap = [dp. Sledi/izraz, katerega
imenujemo impulzni stavek:

I=Ap. (2.58)

Impulzni stavek lahko uperabimo takrat, kadar natancni
casovni podatki niso/znani, vemo pa stanje pred in po do-
godku.

Kot primer, lahko izpostavimo trk dveh teles: na sliki 2.29 je
z F (t) prikazana tréna sila, ki deluje med telesi in jo je re-
lativnostezkovizmeriti. Relativno enostavno pa lahko izme-
rimo Gas trka T' (merimo lahko trajanje sklenjene elektriéne
zauke), It hitrosti pred in po trku (npr. prek ohranitve me-
hanske energije). Sledi, da lahko ocenimo spremembo gi-
balne koli¢ine Ap; ker je sprememba gibalne koli¢ine enaka
impulzu sile I = Ap, lahko ocenimo povpreéno velikost sile
F=1I/T.

2.2.2 Vrtilna koli¢ina

Ponovno se vrnimo k sliki 2.27. Poleg gibalne kolic¢ine ima
masna tocka se vrtilno kolicino®":

L=rxp (2.59)
in je definirana kot vektorski produkt (glejte poglavije 5.3.4)
krajevnega vektorja 7 in gibalne koli¢ine p.

Tu moramo poudariti, da kljub imenu “vrtilna” ni potrebe,
da se karkoli “vrti”; tudi translatorno gibanje masne tocke
ima lahko vrtilno koli¢ino vecjo od nic.
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Nadalje, je treba izpostaviti, da je vrtilna koli¢ina odvisna
od izhodis¢a izbranega koordinatnega sistema. Ce si za pri-
mer pogledamo stanje na sliki 2.30, kjer sta prikazana dva
inercialna koordinatna sistema (I; in I5), v katerih opazu-
jemo gibanje masne tocke mase m. Ne glede na izbrani
koordinatni sistem sta sila F' in hitrost v enaki. V obeh
koordinatnih sistemih je enaka tudi gibalna koli¢ina; ker pa
je krajevni vektor v prvem koordinatnem sistemu enak 71,
v drugem pa 72, je vrtilna koli¢ina v koordinatnih sistemih
razli¢na.

Podobno kot pri gibalni koli¢ini, si poglejmo spremembo
vrtilne koli¢ine v casu:

dL

Ezixp+rxp (2.60)
=" Xmv+rXmuov (2.61)
=7 Xm7r+7rXxXmi. (2.62)

V izrazu (2.62) lahko opazimo vektorski produkt # x 7; ker
gre za vektorski produkt enakih vektorjev,(jerezultat vedno
enak 0.

V izrazu (2.62) naprej opazimo, da‘je ‘élen m # glede na II.
Newtonov zakon (2.56) enak sili"Fjsledi:

—~ —rxF. (2.63)

Iz statike vemo, da jesrwx' F' definicija momenta:
M = r x~F (2.64)

ki deluje na.masno tocko. Izpeljali smo torej, da moment
na masnostocko spremeni (v ¢asu) vrtilno koli¢ino. Ker je
vzrok moment, spremembo vrtilne koli¢ine zapiSemo:

M = L. (2.65)

Ce je torej vsota vseh momentov na masno tocko enaka
ni¢, potem se vrtilna koli¢ina ohranja (glede na izbrano
koordinatno izhodisce). Ta sklep imenujemo tudi zakon o
ohranitvi vrtilne kolicine.

Kot za vrtilno koli¢ino, velja enako tudi za spremembo vr-
tilne koli¢ine: oboje velja samo za izbrani inercialni koordi-
natni sistem. To je nazorno prikazano na sliki 2.31, kjer se
masna tocka giblje vzdolz linearnega vodila in nanjo deluje
sila F'. V koordinatnem sistemu I; je moment r; X F' na

Y2

I

Slika 2.30

m
r2

F

1 s
)

T2

Y1
r1

I

Slika 2.31
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285ila F je na splosno vsota
vseh sil, ki delujejo na masno
tocko.

V kolikor namesto sile obravna-
vamo moment M, je mehansko
delo momenta pri zasuku ¢ de-
finirano z:

Wiz = [ M de.
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masno tocko razli¢en od ni¢ in se torej vrtilna koli¢ina spre-
minja. V koordinatnem sistemu Is pa je moment ry x F
na masno tocko enak ni¢ (ker ni rocice) in se torej vrtilna
koli¢ina ne spreminja oz. je konstantna. Mogoce je ta ugo-
tovitev sprva presenetljiva, vendar izhaja iz dejstva, da je
vrtilna koli¢ina definirana v izbranem inercialnem koordi-
natnem sistemu.

2.2.3 Energijske razmere

Predstavljajmo si situacijo prikazano na sliki 2.32, kjer'sila F'
deluje na masno tocko mase m, ki se v diferencialno majh-
nem casu premakne za dr; kjer je r krajevni vektor defini-
ran v inercialnem koordinatnem sistemu'I.

Mehansko delo sile®® F na poti od teckel do 2 je definirano
kot:

2
W12 :/ Fdr (266)
1

Zgornji integral skalatnega produkta (poglavje 5.3.3) lah-
ko z uporabo naravnega koordinatnega sistema (poglavje
2.1.4) zapisemiow_obliko:

2
Wao'= / F.ds, (2.67)
J1

kjervje F. tangentna komponenta sile F' in ds diferencial
pomika v smeri tangente. Z uporabo II. Newtonovega za-
Kona (2.56) lahko zapisemo F, = ma,, sledi:

2 2
W12=/ matds=/ mdvtd
= / m dvt / mw, dv,

_ - 2|Vey __ 1 2,2
- 2 t [V 2 m (Utz U“)
1
= 5m (3 =)
1
= (|’02|2 |’Ul| ) (268)

kjer smo upostevali, da je pri naravnem koordinatnem sis-
temu tangentna hitrost v, enaka velikosti hitrosti v, ki pa
jo lahko (neodvisno od izbranega koordinatnega sistema)
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zapisemo kot v = |v|. Izpeljava (2.68) poveze delo sile na
poti s spremembo hitrosti med zacetno in konéno tocko.
Gre za pomembno izpeljavo in z vpeljavo kineticne ener-
gije:

1

B =gm |2, (2.69)

lahko delo na poti zapisemo tudi:
Wi, =E, — E. (2.70)

Treba je poudariti, da zgornja enacba poveze delovanje
vsote poljubnih zunanjih sil s hitrostjo masne tocke. W
nadaljevanju si bomo podrobneje pogledali zunanje sile in
kako jih lahko povezemo z energijami.

Poleg kineticne energije obstaja se veli¢ina, ki jo iménujemo
potencialna energija E,. Teoreticno gledano, je potencialna
energija krajevno definirana skalarna funkcija F(r), ka-
tere gradient (poglavje 5.3.2) je sila F', ki/deluje na masno
tocko [9]:

F=—VE,(r). (2.71)

Razlog za ime potencialnasenergija oz. potencial sledi iz
dejstva, da delo Wis, ki ga‘epravi potencialna sila, ni odvi-
sno od izbrane poti, paéipa.samo od zacetne in koncne lege
(razlike potencialov). Rosledicno je delo potencialne sile po
zakljuteni?*zanki f F dr = 0. Ker se energija torej ohra-
nja, takim silam.recemo tudi konservativne sile, sistemom,
ki imajo samo konservativne sile, pa konservativni sistems.

Poglejmo st najprej gravitacijsko polje, ki predstavlja tez-
nostno potencialno energijo. Zaradi gravitacijskega pospe-
ska g.na masno tocko prikazano na sliki 2.33 deluje teza F,,
ki.je definirana kot:

F,=mg. (2.72)

Ce v gravitacijskem polju izra¢unamo delo sile (2.66) pri
premiku iz tocke 1 do tocke 2:

2
W12=/ ngr, (273)
1

gre za krivuljni integral (poglavje 5.3.5), ker je teza F, =

291ntegral po zakljuceni zanki
oznatimo z: §.

2
m g
W
mg
1
I a8
Slika 2.33
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imentje
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(0, —m g)* razliéna od ni¢ samo v smeri y, sledi:

Y2
lez/ —mgdy

v
=-—mgyl¥

=-mg(y2 — 1)

=mg(y1 — y2). (2.74)

Ker je teznostna potencialna energija definirana kot:

E,=mgy, (2.75)

sledi:

Wi, =E, — E,. (2.76)

Sedaj si poglejmo Se proznostno‘potencialno energijo, katere
najbolj tipicen predstavnik jelinearno elasticna vzmet, ki je
prikazana na sliki 2.34. Vzmet je linearno elasti¢na, ker je
povezava med silo in raztezkom linearna. Ce ima raztezek s
vzmeti izhodiS¢e pri néobremenjeni vzmeti, potem je sila, s
katero vzmet raztegnemo za s, definirana z:

F, =% (2.77)

kjer je-ktogost vzmeti3’. Na sliki 2.34 je togost prikazana
s smernim koeficientom premice: k = AF/As.

Za izracun dela sile vzmeti, ki je pripeta na masno tocko
m, sl za raztezek s > 0 poglejmo diagram prostega telesa
na sliki 2.35. Opazimo, da sila vzmeti usmerjena nasprotno
od usmerjenosti deformacije (pomika), sledi:

W12= / —ksds

= Sk
1
D) k(s5 — s1)
1
= ik(sf — 53). (2.78)

Sedaj lahko prozZnostno potencialno energijo definiramo kot:

1 1
E, = 5k52 in E,=ck ©?, (2.79)
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kjer desni izraz predstavlja potencialno energijo linearne
torzijske vzmeti®!, togosti k., ki pri zasuku ¢, povzroéi mo-
ment M = k.p.

Z izrazom za potencialno energijo (2.79) sledi (podobno kot
pri izrazu (2.76)):

Wia=E, - E

p2°

(2.80)
Obstajajo Se druge oblike potencialnega polja (npr. elek-
tricno), a jih tukaj podrobneje ne bomo obravnavali.

Ce razen potencialnih oz. konservativnih sil druge sile na
masno tocko ne delujejo, potem lahko izena¢imo®?izraz (2.70)
z izrazom (2.76):

E,—E,.=E, —E,, (2.81)
in preuredimo v:
E.+E,=E,+E,. (2.82)

Z definiranjem mehanske energije:

E.=FE. +E, (2.83)

izraz (2.82) preoblikujemo W

E

o =15

mjy *

(2.84)
Zgornji izraz imenujemo tudi zakon o ohranitvi mehanske
energije.

Ce pogledame bolj splosen primer, ko poleg konservativ-
nih, delujejo tudi nekonservativne®3sile, potem izraz (2.81)
dopolnimo z delom nekonservativnih sil W7,:

E,—E,=E, —E, + Wi, (2.85)
in preuredimo:

(B, +E,)— (B, +E,) =W (2.86)
ter kon¢no pridemo do:

Wiy = E.... (2.87)

Da odpravimo spremembo od stanja 1 do stanja 2, izraz
odvajamo po casu in izpeljemo temeljni izraz:

&l Izpeljava je analogna transla-
torni linearni vzmeti, zato ne
bo posebej predstavljena.

321 0aza lahko izenacimo, saj
kineticna energija temelji na
kinematicnih veli¢inah, poten-
cialna pa na silah; prva je
desna, druga pa leva stran
II. Newtonovega zakona, glejte
zgled 2.2.4.

33 Primer nekonservativnih
sil/momentov: sila trenja,
pogonski moment motorja, sila
upora zraka. . .



34Matematiki bi namesto iz-
raza gibalna enacba uporabili
izraz diferencialna enacba.

35Razlika med zacetnimi in
robnimi pogoji:  zacetni po-
goji so definirani ob dolo¢enem
¢asu, robni pogoji pa so defini-
rani pri dolo¢enem kraju.

-

kmﬁ F,

Slika 2:36
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dw»  dE,
dt At

(2.88)

ki poveze spremembo dela nekonservativnih sil, ki delujejo
na masno toc¢ko s spremembo mehanske energije.

Na podlagi zgornjega izraza lahko sile delimo Se na aktivne
in neaktivne. Aktivne sile so tiste sile, ki na poti opravijo
delo, neaktivne ga ne. Primer aktivne sile je sila trenja pri
drsenju; kot primer neaktivne sile pa je normalna reakcijska
sila podlage.

2.2.4 Gibalne enacbe

Gibalna enaéba®* ali enacba gibanja pove,kako se masna
tocka giblje. Primer gibalne enacbe-je npr.:

F=mi, (2.89)

ki povezuje (vzrok) silo F g(posledico) pospeskom & mase m
v smeri koordinate xz. Hitrost # in pomik x mase lahko
dolo¢imo z reSevanjern diferencialne enacbe (ob upostevanju
zacetnih pogojev>?).

V kolikor ima sistem ve¢ prostostnih stopenj, potem govo-
rimo o gibalnih eénacbah sistema ali matemati¢no o sistemu
diferencialnilr enacb.

Tu zelimo poudariti, da gibalno enacbe ponavadi pridemo
né dva nacina: prek ravnotezja sil ali prek energij. Kot pri-
mer si oglejmo oba pristopa za sistem prikazan na sliki 2.36:
na masno tocko mase m deluje sila vzmeti £ in sila tre-
nja F,.

Z uporabo II. Newtonovega zakona (2.56):
—kx—F,=mi (2.90)
izpeljemo gibalno enacbho:
mi+kax+ F,=0. (2.91)
Do istega izraza lahko pridemo prek energij; delo sile nekon-
servativne sile W» je enako spremembi mehanske energije

(2.88). Ker je konstantna sila trenja edina nekonservativna
sila, velja:

' 1 1
/ —F.de=—-F, = 3™ % + §k z? (2.92)
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pri tem smo upostevali, da je sila vzmeti konservativna sila,
ki jo zaobjame potencialna proznostna energija in da je
vztrajnostna sila v kinetiéni energiji. Izraz (2.92) sedaj
odvajamo po casu:

—F.t=mti+kxd (2.93)

in pod pogojem, da & # 0, delimo z & ter enacbo uredimo:

mi+kx+ F, =0. (2.94)

Po pricakovanjih smo prisli do istega rezultata kot z upo-
rabo ravnotezja sil (2.91).

V tem konkretnem primeru je bil energijski pristop balj
zamuden, vendar pa na splosno temu ni tako. Kljub«temu
da ima energijski pristop dolo¢ene prednosti, se gapogosto
zapostavlja v primerjavi s pristopom na podlagi“sil.
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Zgled 2.2.1

Na sliki 2.37 je prikazana masna tocka mase m, ki se brez
trenja giblje po povrsini, ki se iz nagnjene zvezno spremeni
v ukrivljeno s polmerom r. Zaradi normalnega pospeska
masna tocka v nekem trenutku izgubi stik s podlago. Veli-
kost zaCetne hitrosti masne tocke je |vg.

Podatki: m = 1kg, r = 1m, |vg| = 10m/s, 1 = 30°%
g=981m/s?

Dolocite:
1. Stevilo prostostnih stopenj masne todke.

2. Hitrost plosce vp, da se ta odlepi prisketu, p;.

3. Potrebno visino h, da se plosca odlepi pri kotu ¢;.

Resitev

Zgled je predvsem namenjen razumevanju vloge koordina-
tnega sistema. Pred ‘tem pa se ustavimo pri Stevilu pro-
stostnih stopenj.” .Dokler je masa v stiku s podlago, je
za enolicervpopis-lege dovolj ena neodvisna spremenljivka
(npr. pot)s Ko se masna tocka odlepi, sta potrebni dve
neodvisni spremenljivki za enoli¢en popis lege (npr. x in y
lega)-

Iy, Naloga se navezuje na gibanje, dokler je masa v stiku s
podlago, zato je Stevilo prostostnih stopenj P = 1.

2. V trenutku, ko se masna tocka odlepi, je normalna sila
podlage enaka ni¢ in na masno tocko deluje samo Se teza.
Narisemo lahko diagram prostega telesa, ki ga prikazuje
slika 2.38. Glede na II. Newtonov zakon (2.56) zapiSemo:

ZF:ma.

Pravokotni koordinatni sistem

Gre za vektorski zakon in uporabiti moramo pravilni ko-
ordinatni sistem. Brez razmiSljanja bi hitro uporabili
pravokotni koordinatni sistem (poglavje 2.1.3):

z: 0=mZ

Yy: —mg=my.
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Ce ne prej, sedaj ugotovimo, da nam zgornji izraz ne bo
veliko pomagal.

Naravni koordinatni sistem

Po razmisleku lahko ugotovimo, da nam naravni koordi-
natni sistem (poglavje 2.1.4) nudi hitro pot do odgovora.
Spomnimo: tangentna smer je v smeri hitrosti, normalna
smer pa je pravokotna na tangentno in kaze proti centru
krozenja. Sledi:

t: —mgsing =ma,,

n: —+mgcosp=ma,,

ker za normalni pospesek velja (2.38) a, = v?/r, izpe-
ljemo:
02
mg cose =m —
r

in nato vstavimo ¢; namesto ¢:
vy = /g7 cos 1 = 2,9147m/s.

Polarni koordinatni sistem

Poglejmo si sedaj resitev v.polarnem koordinatnem sis-
temu. Slika 2.39 prikazuje~trenutno lego masne tocke
v polarnem koordinatnem, sistemu. Spomnimo: radi-
alna komponenta kaze,od izhodisca inercialnega pravo-
kotnega koordinatnega sistema I do masne tocke; kot
od koordinatedz do‘radialne komponente oznac¢imo z ¢
(v nasprotui smeri urinega kazalca, za ve¢ glejte po-
glavje 24°5).%Krozna komponenta je pravokotna na ra-
dialno{(pravi kot v nasprotni smeri urinega kazalca).

Sledi diagram prostega telesa, slika 2.40 in uporaba II.
Newtonovega zakona:

T —mg cosp = ma,,
P +m g sinp = ma.
Za radialni pospesek velja (2.51) a, = # — r 2. Ker je

polmer krozenja konstanten, sledi # = 0. Naprej vemo
r = v, sledi torej r »? = v2/r in konéno:

v2
—mg cosp = —m —.
F Slika 2.40

Opazimo, da smo izpeljali isti izraz kot pri naravnem

koordinatnem sistemu, zato zaklju¢imo.
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Vidimo torej, da se nalogo lahko resi (lazje ali tezje) v
razlicnih koordinatnih sistemih. Z nabiranjem izkusenj
lahko najprimernejsi koordinatni sistem hitro doloc¢imo.

3. Da pri kotu ¢; masna tocka izgubi stik s podlago, mora
na visini A izgubiti dovolj kineticne energije. Ker na-
stopajo samo konservativne sile, se mehanska energija
ohranja. Zacetna kineticna energija je enaka kineticni
energiji ob izletu in pridobljeni potencialni energiji:

Ekl) = Ekl + Em?
sledi:
1 2y 9
mgh=E, =E, —E, = §m(v0 —v7)
in
yAh Prerez 2 2
g _
+ h="0"" _ 4 6638m:
r \
Zgled 2.2.2

Na sliki 2.41 je prikazana utez mase m, ki lahko brez trenja
drsi po vodilu=Vodilo rotira s stalno kotno hitrostjo ¢. V
nekemstrenutku izpustimo maso pri polmeru 7.

Podaitki:

Slika 2.41

m,_="1kg, ro = 0,5m, 11 = 1lm, ¢ = 10rad/s, g =
9,81 m /s>

Dolocite:

Radialno hitrost pri polmeru ry.
Velikost sile na utez pri polmeru 7.
Gibalno koli¢ino pri polmeru ;.

Vrtilno koli¢ino (glede na I) pri polmeru r;.

S -

Cas, ki je potreben, da utez prepotuje do polmera 1.

Resitev

Gre za relativno preprosto nalogo, katere namen je da po-
novimo integriranje in prehod iz integriranja po casu, na
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integriranje po poti. O¢itno je, da bomo morali uporabiti
IT. Newtonov zakon (2.56):

ZF:ma.

Ker gre za vektorski zakon, moramo definirati koordinatni
sistem, v katerem bomo reSevali. Ker masna tocka rotira
okoli izhodisca koordinatnega sistem, se polarni koordinatni
sistem ponudi kar sam.

NariSemo najprej diagram prostega telesa, slika 2.42: F
je neznana sila, ki deluje na masno tocko zaradi dotika z
vodilom. Sledi (2.51):

r: 0 =ma,=m(—r¢?),

p: +F =ma,=mQ27p+r¢).

1. Da dolo¢imo hitrost 7 pri doloc¢eni poti, moramo priti
do relacije hitrost : pot (7 : ). Ker je kotnia hitrost kon-
stanta w = ¢, lahko iz izraza za radialno, komponento
pospeska zapiSemo:

0=7#—rw? — R w?,

ki definira relacijo hitrost %¢as, saj i = dr-/d¢. Pomnozimo
7z 1=dr/dr:

b de

dt dr
in preoblikujemo:

drat _ didr _di

dt dr  dr dt dr’

Tako smo izpeljali Zeleno relacijo hitrost:pot (7 : 7).
Treba je izvesti integracijo:

.dr
F— = rw?
dr
71 r1
/ 1'"d7'":/ w2 rdr
7"0 T0
0T r
2171 27_2 1
7. =3
To To
o2 2 2
T Ty —T
1_,2r="n

Slika 2.42
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in konéno lahko izpeljemo:
71 = \/w? (r? —r3) = 8,66025 m/s.

Hitrost 7 v odvisnosti od polmera r je prikazana na sli-
ki 2.43.

. Sedaj se lahko lotimo dolo¢itve sile pri polmeru r;. Vr-

nemo se k II. Newtonovemu zakonu za krozno smer (¢):
F=m(27¢+r @), ker je kotna hitrost konstantna w =
¢, sledi: ¢ = Orad/s?. Sklenemo torej:

F=2mrw
ali pri polmeru r1:

Fi = 2m 7w = 173,205 N.

. Gibalna koli¢ina masne tocke je definirana z izrazom (2.53)

p = muv, ker gre za vektorskivizraz in glede na upora-
bljen polarni koordinatni_sistem, lahko zapiSemo:

v,
p=m .
Y
Glede na izraz (2.46), sledi:

o () (L)

Pri,poelmeru 71, sledi

1 8,66025
pP1=m = kgm/s.
rLw 10

V kolikor bi nas naloga sprasevala po velikosti gibalne
koli¢ine, bi bil odgovor p; = |p;| = 13,229kgm/s.

. Vrtilna kolicina masne tocke glede na koordinatno iz-

hodisce I je definirana z izrazom (2.59) L = r X p, ker
gre za vektorski produkt, sledi, da sta pomembni samo
razdalja od krozisca in krozna hitrost:

L=rmu,.

Krozna hitrost v, je definirana kot r¢ = rw (2.46),
sledi:

L=rmrw=mrlw
in pri rq

L =mriw=10kgm?/s.



2.2 Kinetika masne tocke 45

5. To vprasanje presega okvir te naloge, vendar si poglejmo
pot, katero bi morebiti lahko ubrali. Za odgovor na prvo
vprasanje bi tako lahko najprej poiskali cas, ki je potre-
ben, da se masa premakne do 7r;. To pomeni, da bi
zgoraj izpeljani izraz # = rw? Zeleli dvakrat integrirati.
Poglejmo to pot:

E =rw

lo¢imo spremenljivke in integriramo:

71 t1
/ dr = / rwdt.
70 to

Ce ne prej, sedaj ugotovimo, da imamo z desnim inte-
gralom tezavo, saj je r Casovno odvisna spremenljivka.
Moramo torej narediti korak nazaj in resiti navadno di-
ferencialno enacbo drugega reda:

F—rw?=0.
7 uporabo nastavka r(t) = e izpeljemo dve resitvi:
A =w in A = —w, splosno resitev'dobimo, da obe resitvi
pomnozimo s konstanto in seStejemo:

r(t) = Cr et + Che™t.

Z uporabo robnih pogojev 7(0s) = ro in 7(0s) = 0m/s

izpeljemo kon¢no resitev: 10 F
09 E E
i 208 E
r(t):«oe_“’t(l—l—ezwt). go,m E
2 S 06f E
. . . . . 05 3 . 2
Sedaj moramo poiskati, pri katerem ¢asu ¢; velja r(t1) = 0 005 01 013

r1, izpeljemo lahko:

1 e s .
t1 =~ log (“ TV Tl) =0,1317s. Slika 2.44
w To

Pomik r v odvisnosti od ¢asa je prikazan na sliki 2.44,
hitrost 7 pa na sliki 2.45.

7 [m/s]
[ S I e )

1 I=|

0 0.05 0.1 0.13

t[s]

Slika 2.45
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Zgled 2.2.3

Na sliki 2.46 je prikazana horizontalna ravnina, po kateri se
lahko giblje ploséa mase m, ki je z vrvjo brez mase pripeta v
tocki A. Plos¢a je v zatetku mirovala, zaradi sunka sile I (v
tocki B) pa za¢ne kroziti okoli tocke A. Ko se vrv dotakne
ovire C, zacne kroziti okoli le-te. Koeficient trenja med
plosco in podlago je p. Opomba: plos¢o obravnavajmo kot
masno tocko.

Podatki: m = 1kg, r =1m, b=r/2, |[I| = 10N s, u=0,3,
p=mn/6, g=981m/s

Dolocite:

1. Stevilo prostostnih stopenj plosce.

2. Hitrost plosce vy takoj po sunku sile:

3. Hitrost plosce vy pri kotusp.

4. Cas, ki ga plosca potrebuje za pot od tocke B do D.

Resitev

V zacetku pleséa miruje. Sunek sile povzroci spremembo
gibalne kolicine=in zato plos¢a zacne kroziti s hitrostjo vg.
Nalogawnas sprasuje po zacetni in konéni legi; ne zanima
nas kaj se dogaja vmes. VpraSati se moramo, ali se ka-
tera veliCina ohranja (gibalna, vrtilna koli¢ina ali mehan-
ska ertergija). Ce se dolocena veli¢ina ne ohranja, ali vemo
doelociti koliko se spremeni?

Ugotovimo lahko, da se zaradi sile trenja hitrost plosce
zmanjsa, posledi¢no se spremeni gibalna koli¢ina, vrtilna
koli¢ina (npr. glede na tocko A) in mehanska energija. Na-
loga podaja dovolj podatkov, da lahko izracunamo spre-
membo mehanske energije, le-ta pa je enaka delu sile (2.66).

Zaradi krozenja je nalogo smiselno resiti v polarnem ali na-
ravnem koordinatnem sistemu; pri postopku spodaj bomo
uporabili slednjega (poizkusite nalogo resiti v polarnem ko-
ordinatnem sistemu).

1. Plosca, ki se giblje po ravnini, ima naceloma tri pro-
stostne stopnje (dve translaciji in eno rotacijo), ker pa
obravnavamo masno toc¢ko, rotacijska prostost ni po-
trebna. Plos¢a je v tej nalogi pripeta na vrv in s po-
znavanjem ene neodvisne spremenljivke (npr. kota vrvi)
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lahko enoliéno popisemo lego plosée. Stevilo prostostnih
stopenj torej je P = 1.

2. Sunek sile velikosti |I| povzro¢i spremembo gibalne ko-
licine (2.54), izpeljemo lahko I = Ap in ker nas zanima
sprememba hitrosti v smeri delovanja sunka:

p2 —p1 = 1]
Ker je zacetna gibalna koli¢ina po = 0kgm/s, sledi:

1]

vy = v = — = 10m/s.
m

3. Ker je sila trenja konstantna F,, = —um g (sila je glede
na hitrost nasprotno usmerjena, zato negativni pred-
znak) in ker je pot, na kateri sila trenja deluje enostayino
dolocljiva (m/27r+pr/2), je delo sile (2.66) trenja na poti
od B do D:

Wip=F,As=—umg (gr+<,og).

Ker je potencialna energija konstantnay seyje zaradi dela
sile spremenila samo kineti¢na energija:

W12 = Ek,D - Ek,B7
sledi:

2
VUp = — (Ek,B N ”12)
m

IR 3 pgm?r(p+ )
_ -

=9,4453m/s.

4. Uporabimo izraz (2.54). Ker smo uporabili naravni ko-
ordinatni sistem in ker je konstantna sila trenja vedno
usmerjena nasprotno tangentni hitrosti, lahko namesto
vektorskega izraza zapiSemo skalarni izraz:

F, At = Ap = pp — ps.
Sledi:

_ po—ps _ m(vp —vp)
A= PR = TS = 0,185,

Opomba: lahko bi se naslonili tudi na izraz (2.65) in
spremljali spremembo vrtilne koli¢ine v ¢asu (zaradi zu-
nanjega momenta,).
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Zgled 2.2.4

Na sliki 2.47 je prikazana masna tocka mase m, ki je pritr-
jena na vzmet togosti k in drsi po horizontalni ravnini. Ko-
eficient drsnega trenja med maso in podlago je u. Zacetni
pogoji gibanja so: g, Zg; pri pomiku z = O0m je vzmet
neobremenjena.

Podatki: m = 1kg, k = 1N/m, g = 9,81 m/s?, zo = 0}
Zo=1m/s, u=10,5

Dolocite:

Stevilo prostostnih stopenj sistema.
Stevilo konservativnih sil.

Stevilo nekonservativnih sil.
Zacetno mehansko energijo.

Najvecji raztezek vzmeti @1.

e &= e =

Preostalo mehansko energijo v skrajni legi .

Resitev

Gre za relativmo preprost zgled, ki bo pomagal razumeti
predhodunowpredstavljeno teorijo.

Za¢nimo razmisSljanje z diagramom prostega telesa. Glede
na zacetne pogoje lahko nariS§emo stanje v prvem trenutku,
ko jet > 0s: z > Om, zato je vzmet napeta in sila vzmeti
deluje v negativni smeri (glede na izbrano koordinato x),
sila trenja je usmerjena nasprotno hitrosti (nalogo bomo
resevali zgolj do trenutka, ko Se velja & > 0). V z smeri
ostalih sil na masno toc¢ko ni, slika 2.48.

1. Sistem se lahko giblje vzdolz koordinate x in ima eno
prostostno stopnjo (P = 1).

2. Konservativne sila je (1): sila vzmeti.
3. Nekonservativna sila je (1): sila trenja.

4. Mehanska energija v prvem trenutku (2.83):

1
B = 4l =g, = 5mx'g =0,5J
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5. Da doloc¢imo najvecji raztezek vzmeti, se obrnemo na
izraz (2.88). V zacetku je potencialna energija enaka
nic E, , kadar bo pa raztezek najvecji, bo pa kineticna

energija ni¢ F, , izpeljemo:

Wy, = AE,

moy

1
/ —pmgdx =E, +E, — (E, + E,)
0

_Mmgml = EP1 - Eko
Lo 1 .5
—pumgx, = 5]'{?(131 — §mx0

kvadratna enacba ima dve resitvi, fizikalno ustrezna je:

_ V9P m? + kmig —gum
k

T = 0,101 m.
Slika 2.49 prikazuje hitrost v odvisnosti od pomika.

Dodatek

Zgornji izraz, ki povezuje delo sile trenjass spremembo
mehanske energije, lahko izpeljemo.tudi iz II. Newtono-
vega zakona (2.56):

Z F =ma,
sledi za x smer:
—kx—pumg=mz.
Zgornji izraz integriramo po dx:

/ (—km—,umg)dm:/ m & dx,
x Zo

0

desni integral preoblikujemo na integriranje po hitrosti:
& dx = (dz/dt) dz = & dz, sledi

T T
/ (kx—pumyg) dx:/ m i di
i Zo

o

izpeljemo naprej:

1 1.
—§k$2|§3 —pmgz|z = §m$2|ié
in preoblikujemo:
—pumgx|yt = 1mi:2 o1y 1k$2|””1
w g xo — D) To 2 zo *
—_———

Wo AE

mo1

S 06F
£ o4f
-8 02F
00 & I I I I
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g
o

T
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Naloga 2.2.1

Mehanizem z dvema masnima tockama,
vsaka masa m, se prosto vrti okoli vertikalne
osi z vrtilno hitrostjo n. Z delovanjem kon-
stantne sile F' se zacetni kot ¢ spremeni na
kot ¢1. Opomba: pri spodnjih izracunih
predpostavite, da je masa rok in drsnikov
zanemarljiva.

1

Podatki: m=Tkg n=45min~

P=80° ¢1=65° ¢=9,810m/s?
a=0,100m [=0,250m
Vprasanja:

1. Pretvorite vrtilno hitrost n v kotno hitrost:

Odg: CIV A rad/s
2. Koliksna je sprememba viSine masnihtock
zaradi spremembe kota ¢?
Odg: &~ 0L XM SE m
3. Dolocite polmer kroznicej po, kateri se
gibljeta masni tocki prip.
Odg: €8N0 m
4. Dolocite polmer kroznice, po kateri se
gibljeta masni toékivpri ¢ .
Odg: €23.0 m
5. Na podlagizakona o spremembi vrtilne
koli¢ine dolocite kotno hitrost masnih tock
v novi legi mehanizma.
Odg: 020 rad/s
6. Delocite spremembo kineti¢ne energije
masnih tock.
Odg: 8vI.c— J
7. Dolocite spremembo potencialne energije
masnih tock.
Odg: MY J
8. Dolocite delo sile F.
Odg: 000,8 J

Naloga 2.2.2

Ploséa mase m se lahko giblje v horizon-
talni ravnini in je z vrvjo brez mase pripeta
v tocki A. Ploséa ima v tocki C hitrost v in

se zacne vrteti okoli tocke A, ko vrv zadane
palico B, se zacne vrteti okoli nje. Lego
tocke D definira kot ¢. Koeficient trenja
med plosco in podlago je p. Velikost plosce
zanemarite.

A A 7]
g ‘gy \y
l 12
B
D /NL u
M. - N

Podatki: «m=1,300kg r=1m
1=0,400m v=19m/s ¢g=9,810m/s>
p=092504 o =25°

Vprasanja:

1. Kaksno je gibanje plosée? (1: premocrtno,
2: ravninsko, 3: prostorsko)
Odg: <€
2. Dolocite amplitudo radialnega pospeska a,
na plosco v tocki C.
Odg: 13& m/s?

3. Dolocite velikost sile trenja med plosco in
podlago.
Odg: Fy. = 88L& N

4. Dolocite delo sile trenja na poti C-D.

Odg: W = €h8cE J

5. Dolocite kineti¢no energijo v tocki C.

Odg: By, = 08d,bEC  J

6. Dolocite kineti¢no energijo v tocki D.

Odg: Ep p = Y0888C J

7. Dolocite hitrost plosce v tocki D
Odg: vp = COV.8I m/s

Naloga 2.2.3

Ploséa mase m se lahko giblje v horizon-
talni ravnini in je z vrvjo brez mase pripeta
v tocki A. Plosca ima v tocki B hitrost v in
se zacne vrteti okoli tocke A. Lego tocke C
definira kot ¢. Koeficient trenja med plosco
in podlago je p. Velikost plosce zanemarite.
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Podatki: m=1,600kg r=1,700m
v=9m/s ¢g=9,810m/s> p=0,100
p=50°

Vprasanja:

1. Kaksno je gibanje plogée? (1: premocrtno,
2: ravninsko, 3: prostorsko)
Odg: ¢
2. Dolocite velikost sile trenja med plosco in
podlago.
Odg: 0véI N
3. Dolocite amplitudo radialnega pospeska a,
na plosco v tocki B.
Odg: YhOYL m/s?
4. Dolocite delo sile trenja na poti B-C

Odg: eSEL J
5. Dolocite kinetic¢no energijo v tocki C.

Odg: ITh SN J
6. Dolocite hitrost plosce v tocki C
Odg: YE838 ‘m/s
7. Koliko ¢asa potuje plosca od B.do C?

Odg: 00L.0 s

Naloga 2.2.4

Krogla mase m se’ v zacetnem stanju sku-
paj z brezmasno vrvjo dolzine b vrti okoli
vertikalne ©si=s kotno hitrostjo wi. Krogla
drsi pogkoniéhi povrsini brez trenja. Veli-
kost_krogle zanemarite.

Podatki: m=0,400kg w; =2rad/s
b=0,700m [=0,150m ¢=60°
g=9,810m/s>

Vprasanja:

1. Ali se pri spremembi dolzine b spremeni
tudi vrtilna koli¢ina krogle? (1: Da, 2: Ne)

Odg: &

2. Ali se pri spremembi dolzine b spremeni
tudi kineti¢na energija krogle? (1: Dag2:
Ne )

Odg: 'L

3. Dolocite vrtilno koli¢ino krogle*v zacetnem
stanju.

Odg: L1 = €0 %8¢ kg m?/s

4. Dolocite novo kotno hitrost krogle, ce se b
zmanjsa za vrednost L.

Odg: wa = 0MC.E  rad/s

5. Dolocite spremembo kineti¢ne energije
krogle zaradi skrajsanja vrvi.

0dg? AEr;, = 701 x bAV,00  J

6. Dolocite delo, ki ga opravi sila T med
spreminjanjem dolzine b.

Odg: Wp = 0V¢0 J

Naloga 2.2.5

Na sliki je narisana golf palica v trenutku
po udarcu, ko ima zogica hitrost v. Teznost
Zogice zanemarite.

Podatki: m=53x10"%kg v=46m/s
a=20° L=0950m ~=20°
t=2x10"s

Vprasanja:

1. Ali kot « vpliva na kineti¢no energijo? (1:
Da, 2: Ne)
Odg: ¢
2. Kaksno kineti¢no energijo ima zogica po
udarcu?
Odg: Ex = »0,0¢ J
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3. Ali je vrtilna koli¢ina zogice glede na
vrtisée O odvisna od kota v? (1: Da, 2:
Ne)

Odg: I

4. Na podlagi spremembe gibalne koli¢ine
dolocite silo na zogico, ¢e udarec traja t
sekund.

Odg: F = 0L xeI¢I N

5. Kaksen je povprecen pospesek zogice med
trkom?
Odg: a = ®0I x €& m/s?

6. Dolocite velikost vrtilne koli¢ine zogice
glede na vrtisce O.
Odg: L = dI€.L kg m?/s

Naloga 2.2.6

Raziskujete nove pristope k procesu
Stancanja. Na sliki je prikazan rezilnimoz
mase mi, ki se s hitrostjo vi priblizuje
plocevini debeline a. Rezilni nez zaradi ve-
like vztrajnosti prereze plocevino in ima
po rezanju hitrost k£ X.w3.%./Med proce-
som rezanja izmerite nasploéevini silo pol-
sinusne oblike, amplitude Fp. Opomba:
masa plocevine je zanemarljiva.

F(z)

2]
=2
S

Podatki: a=250 x 10 °m m,=<£270kg
v1=0,600m/s k=0,5000 03=1,600m/s

Vprasanja:

1. Ali sila na noz pevzreci spremembo gibalne
kolicine noza?, (1: Da, 2: Ne)
Odg: I
2. Ali se mehanska energija noza spremeni?
(1: Da,2: Ne)
Odg: [
3. Dolocite zacetno gibalno koli¢ino noza.

Odg: p1 = S0l
4. Dolocite spremembe gibalne koli¢ine noza.

kg m/s

Odg: Ap = 18—
5. Dolocite hitrost po rezanju.
Odg: v2 = 0080
6. Dolocite amplitudo sile Fp.
Odg: Fo = ®0I x €€0.ee¢ N
7. Predpostavite potek sile F(z) in dolocite
maso noza, da je hitrost pred vz in po
rezanju k X vs.

kg m/s

Odg: ma = @R YE kg
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2.3 Kinetika sistema masnih tock

Kinetiko masne tocke smo si ze ogledali, sedaj naredimo
korak naprej in si poglejmo kinetiko sistema masnih tock.
Gre za posplositev, s katero bomo v naslednjem poglavju
presli na togo telo.

Katere masne tocke definirajo sistem, je odlocitev opazo=
valca, ki ima dolocene posledice, teh se bomo dotaknili po-
zneje pri zgledih. Najprej si na sliki 2.50 poglejmo sistem
masnih tock, katerega masno sredisce oz. tezisée xy je de-
finirano kot:

py = 2T (2.95)
D Gl

kjer je 4 indeks, ki tece po vseh inasnih tockah sistema m;,

in je r; krajevni vektor posamezne masne tocke.

Imenovalec izraza (2.95) imenujemo tudi masa sistema ma-

snih tock:

m,=_m;. (2.96)

Na sliki 2.51 [je'prikazana hitrost i-te masne tocke wv; in
sile, ki delujejo nanjo. Sile so notranje, v kolikor delujejo
med masnimi tockami izbranega sistema; prikazana F; ;
je take, motranja sila j-te na i-to masno tocko. Sile, ki
delujejo na izbrani sistem od zunaj, imenujemo zunanje sile;
prikazana F'; je tako vsota vseh zunamnjih sil na i-to masno
tocko.

V nadaljevanju si bomo pogledali gibalno in vrtilno koli-
¢ino ter energijske razmere za sistem masnih tock. Sicer
lahko relativno hitro zaklju¢imo, da je gibalna koli¢ina/
vrtilna koli¢ina/delo sile sistema enostavno vsota gibalnih
koli¢in/vrtilnih koli¢in/dela sile posameznih masnih tock,
vendar pa se bo izkazalo, da za sistem masnih tock lahko
izpeljemo bolj kompaktne in uporabne izraze.

2.3.1 Gibalna koli¢ina

Za zapis gibalne kolicine sistema masnih tock izhajamo iz
definicije za posamezno masno tocko (2.53); gibalna koli¢ina
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sistema masnih tock je enostavno vsota gibalnih koli¢in po-
sameznih masnih tock:

p.= > pi (2.97)
sledi (2.53):

p,=) miti (2.98)

Ce sedaj izraz za tezice (2.95) odvajamo po casu, lahko
(ker je masa poljubne m; konstantna) izpeljemo:

P Y mi= Y mit (2.99)
in vstavimo v izraz (2.98):

p.=17c Yy mi (2:100)
%

S pomocjo izraza (2.96) izpeljemo gibalnofkelicino sistema
masnih tock:

P.= ) P, =m.ir. (2.101)

Sedaj si poglejmo Se spremembeo gibalne koli¢ine. Uposteva-
jo¢ sliko 2.51 za¢nemo pri,izrazu za i-to masno tocko (2.54):

Fi+ Y Fog =p, (2.102)
J

kjer je Fj ;‘motranja sila j-te masne tocke na i-to masno
tocko (zaradi kateregakoli vzroka) in je torej }; F; ; vsota
sil vseh masnih tock na i-to tocko; F'; je vsota vseh zunangjih
sil na i-to tocko.

Dasdobimo celotno spremembo gibalne koli¢ine, jo moramo
sesteti prek vseh masnih tock:

D\ Fitd Fii| =D pi (2.103)
[ 7 @
sledi
S Fi+) Fij=p, (2.104)
7 2,7

kjer je p. sprememba gibalne kolicine sistema.
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Poglejmo si podrobneje izraz, vsoto Y-, ; Fy j, ki jo*’lahko
razstavimo na vsoto parov F'y j+F; ;. S shke 2.52 je ocitno,
da je vsota teh dveh sil enaka ni¢. Ce sklep posplosimo za
vse dvojice notranjih sil, potem ugotovimo, da je vsota vseh
notranjih sil enaka nic:

> Fi;=0 (2.105)
i,j

in sledi zakon o spremembi gibalne koli¢ine sistema masnih
tock:

Z F,=p. (2.106)

Ne pozabimo: notranje sile ne morejo, spremeniti gibalne
kolicine sistema.

2.3.2 Vrtilna kolicina

Nadaljujemo z zapisom spremembe vrtilne koli¢ine sistema
masnih tock®’. V:izbramem koordinatnem sistemu za i-to
masno tocko veljan(2.59):

Vrtilna koliéina sistema je preprosto vsota vrtilnih koli¢in
posameznil“masnih tock:

LﬁZZLiZZ(mXpi):Z(meﬂ,i).

(2.108)
Izkaze se, da ima tezisce (2.95) pri vrtilni koli¢ini posebno
vlogo, zato krajevni vektor r; zapisemo kot: r;, = r, + p;
(slika 2.53).  Vrtilno koli¢ino sistema masnih tock tako
zapiSemo kot:

d
L = ;mz (re +p;) % a (re + p;)
= Zmi (rr +p;) x (Pr+ py)

(2
:ZmirTxi*T—i—Zmipi X p;+
i i

> omire X pit > mip; X Py (2.109)

A B
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Ce si podrobneje pogledamo izraz A in uporabimo lastnost
vektorskega produkta vsote vektorjev (5.55), izpeljemo:

A=ZmirTxpi:rT meipi. (2.110)

———
A

Seda]j podrobneje poglejmo izraz A;: razmisljati zaénemo
pri:

mei = % (Zm pi>, (2.111)

kjer je >, m; p; zelo podoben Stevcu izraza za izracun lege
tezisca (2.95). Ker je p; relativni vektor od tezis¢a do po-
samezne masne tocke 4, lahko po premisleku®*ugotovimo,
da je >, m; p; = 0, posledi¢no je tudi:

Y mip;=0 in A=0. (2.112)

7

Ce ne zaupamo premisleku, lahko, s pomocjo izraza (2.95)
pokazemo:

E mipiZE m; (19, 7'
i i
= E M — E M Ty
i i

=Myt — M, T
A Y, (2.113)

Ce nadaljujemo z izrazom B iz (2.109):

B= Zmi P X Tp = (Z m; pi> X T, (2.114)
2 2

dobimo enako vsoto kot zgoraj ), m; p; in sklenemo B = 0.
Izraz za vrtilno koli¢ino sistema masnih tock (2.109) se torej
poenostavi:
L. =7 xmic+ Y p; X mip, (2.115)
i

kjer je prvi del vrtilna koli¢ina tezisc¢a glede na izbrani koor-
dinatni sistem in drugi del pa vrtilna koli¢ina okoli tezisca.

38T56emo namred lego tezisca,

pri Cemer
teziscu.

se mnahajamo v
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Nadaljujmo z raziskavo momenta, ki deluje na sistem ma-
snih tock. Glede na sliko 2.53 za i-to masno tocko ve-
lja (2.65):

M, =r; x ZFZ-J-+FZ- =L, (2.116)
J

Ce za izbrani koordinatni sistem seStejemo momente (in
spremembe vrtilne koli¢ine vseh masnih tock:

Z r; X ZFi,j+Fi :ZLi
- ; i
ZriXFi,j+ZriXFi:ZLi~ (2117)
) () %

3

V zgornjem izrazu si poglejmo Zi’j r; x F; ;. Vemo, da
notranje sile F; ; nastopajo v parih#; ; = —F ;.
V vsoti El ;TixF ;s poglejmowpodrobneje en taksen par:

r; X Fi.j —l—rj X Fj,i »

;5 XFZ‘J‘ —T; XFiJ =

(’I"i — ’I"j) X Fi,j = 0. (2118)

Glede na izraz (2:118) ugotovimo, da je vsota momenta
dvojice sil“F;,; in Fj; enaka ni¢, saj je vektor (r; — ;)
kolinearennz/vektorjem F; ; (slika 2.54) in dva kolinearna
vektorja imata vektorski produkt enak nic.

Podoben sklep lahko naredimo za poljubno dvojico notra-
njih sil in sledi torej:

> rix Fi=L. (2.119)

Glede na izraz (2.115) lahko sedaj odvajamo Se desno stran:

. d . .
Ls=a (rTXmsrT+Zpixmipi>

K2

=Py X M, Tr + Tp X M7+

D b xmipi+ Y pi X mi ;. (2.120)
i [

Ker je vektorski produkt kolinearnih vektorjev enak nic,
sledi: 7y X m, 7, =01in Y, p; x m; p; = 0.
Iz izrazov (2.119) in (2.120) izpeljemo konéni izraz za spre-

membo vrtilne kolicine sistema masnih tock v izbranem ko-
ordinatnem sistemu:
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ZrixFi =L . =r.xm, f'T—i—Z p;Xm; p;. (2.121)
i i

Sklep: na spremembo vrtilne koli¢ine sistema vplivajo samo
zunanje sile F';; notrangje sile ne morejo spremeniti vrtilne
kolic¢ine sistema.

2.3.3 Energijske razmere

Pri masni tocki smo obravnavo zaceli z delom sile na posa-
mezno masno tocko (2.66). Za sistem masnih tock seveda
velja, da je skupno delo vsota dela na posameznih masnih
tockah:

Wig = > Wi (2.122)

Ce pogledamo kineticno energijo (2.69):
1 .
E = Z E, = Z 3 M |7]? (2.123)

in zapiSemo krajevni vektor s pomogjo tezisc¢a r; = r+ + p;
in upostevamo, da velja |7;]? = 4 7, sledi:

1 . \ . .
E = Z o Mi (P +90).(Fr + ;)

)

1 ) ) .. ..
=Z§mi (@ + 270 p; + P; P;)
= 1le""’Ti"T‘i‘ mij"Tpi"'

i R @

A B

1 ..
Z 5 MiPiPi- (2.124)

C

Poglejmo si élen A podrobneje: velja #p 7 = |71|?, sledi:

1 . 1 .
Zi: o M e 2 M GRS (2.125)
kjer je m, = >, m; masa obravnavanega sistema.

Poglejmo Se del B izraza (2.124): opazimo, da gre za podo-

ben izraz kot v primeru (2.110) in sklenemo lahko:

> mitepy =10y mip;=0. (2.126)
i i
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Zgled 2.3.1

Na sliki 2.55 je prikazan vozicek mase m,, ki se giblje s
hitrostjo v,. Na vozicek sta na os pritrjena dva para kro-
gel, ki rotirata v nasprotnih smereh. Prvi par mas rotira
z vrtilno hitrostjo n; na polmeru 71, drugi pa z vrtilno hi-
trostjo ng na polmeru 5. Vsaka krogla ima maso m in jo
obravnavajte kot masno tocko. Maso palic zanemarite.

Podatki: m = 1,6 kg, m, = 16 kg,
r1 = 450 mm, 75 = 300 mm, v, = 1,2m/s,
ny = 80 vrt/min, ny = 100 vrt/min

Dolocite:

1. Stevilo prostostnih stopenj sistema masnih tock.
2. Gibalno koli¢ino sistema.
3. Vrtilno koli¢ino sistema.

4. Kineti¢no energijo sistema.

Resitev

Gre za nazoren primer sistema-masnih tock, kjer teoreti¢ne
izpeljave pridejo do izraza (z masno tocko poenostavimo
tudi vozicek). Najprej(e treba natancneje definirati sistem
masnih tock. Sistent masnih tock so vozicek in krogle, zato
zanemarimo mase palic, lezajev, koles. ..

1. Stevilo, prostostnih stopenj P = 3. Razlaga: vozicek se
oCitno lahko giblje vzdolz koordinatne osi (1 prosto-
stnasstopnja) in vsaka od palic se lahko prosto vrti (2
prostostni stopnji). Da enoli¢no popisemo lego sistema
v nekem trenutku, potrebujemo najmanj pomik vozicka
v smeri osi x, zasuk prvega para krogel in zasuk drugega
para krogel.

2. Gibalno koli¢ino sistema lahko seveda izracunamo tako,
da sestejemo gibalne koli¢ine masnih tock: p = 3. p;.
Ker bi na tak nacin morali obravnavati lego vsake od
masnih tock, bi bilo to zamudno.

Ce uporabimo izraz (2.101), pa moramo vedeti samo hi-
trost tezisCa v, in maso celotnega sistema m,. Tezisce

sistema je o€itno v vrtiscéu, slika 2.56, hitrost tezisca pa

Slika/ 2.55
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je enaka hitrosti gibanja vozicka.
Gibalna koli¢ina sistema je torej:

p=m,vr = (4dm +m,) v, = 26,88kgm/s,

kjer smo gibalno koli¢ino zapisali skalarno, saj je vsa
gibalna koli¢ina v smeri koordinate x.

3. Tudi vrtilno koli¢ino sistema lahko izra¢unamo s pre-
prosto vsoto L = >, L; = >, r; x p;. Hitro ugotovimo,
da bi bil tak nac¢in zelo zamuden in se spomnimo iz-
raza (2.115), ki vrtilno koli¢ino definira prek tezisca:

Slika 2.56

L=7r,x msfi‘T+Zm¢pi X ;.
2
S slike 2.56 vidimo, da sta vektorja =4 in 7= v, koli-
nearna in zato velja 7. X m, 7, = _0\(gléjte tudi 5.3.4).
Preostane nam torej Se samo vrtilna kolicina glede na
tezisce: Y, m; p; X p;. Ker kroglekrozijo relativno glede
na vrtisée/tezisce, je relativnikrajevni vektor p, pravo-
koten na relativno hitrest, p,, glejte sliko 2.57. Sledi
Y . torej: |p; X p;| = |p;l [Pyl Zapisemo:

|L| = 2.(rg o) + 2 (—rp muvy) = 2,41 kgm? /s,

I
kjer je hitrost“krogle v; = |p;| = riw; in kotna hi-
trost w1 = 27 n; = 8,378rad/s. Podobno za drugi par
Slika 2.57 krogel ws' = —27ny = 10,472rad/s. Pri drugem paru

pazimo, saj se vrti v smeri urinega kazalca in ima po-
sledicno negativni predznak.
Sedaj lahko vrtilno koli¢ino zapisemo Se vektorsko:

L =241 kgm?/sk,

kjer je k enotski vektor v smeri osi z.

4. Preostane samo $e kineti¢na energija. Ponovno s sesteva-
njem posameznih masnih tock E, = ). E,, ne pridemo
dale¢; lahko pa glede na izraz (2.127) zapiSemo:

. 1 .
7r|? + Z 5 Mi |o;I?
i

1
Ek: imb

1
=3 (ma +4m) v+

(2 (amet) +2 (3m3))

= 54,659 J.
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Zgled 2.3.2

Na sliki 2.58 je prikazan vojaski tank z aktivnim Scitom
za izstrelke z visoko kineti¢no energijo. Aktivni §¢it lahko
kineti¢no energijo projektila bistveno zmanjsa. Pri tem
zgledu si bomo pogledali kako.

Izstrelek mase m se s hitrostjo vg priblizuje mirujoc¢emu
tanku mase 1000 m z aktivnim S¢itom mase 2m. Ko tank
zazna priblizevanje izstrelka, se sprosti eksploziv energije
W, ki se v celoti pretvori v kineti¢no energijo tanka in scita.
Ko nato izstrelek tréi v $¢it, se z njim zlepi in tako telo na-
daljuje pot proti tanku s hitrostjo v.

Opomba: predpostavite, da med tankom in podlago ni tre-
nja.

Podatki: m = 10kg, vo = 1000m/s, W = 10°J

Dolocite:

Kineticno energijo izstrelka pred dotikom.
Gibalno koli¢ino izstrelka pred dotikom.,
Hitrost tanka v, in $¢ita v, po eksploziji.

Hitrost zlepljenega telesa (Séitwinwizstrelek) v,.

s 89 9 =

Kineti¢no energijo, s kateroptresci zlepljeno telo v
tank.

Resitev
1. Zacetna kineti¢na energija izstrelka
By = 2mul=5-10°]
ko = 5 0 = o
2. Zacetna gibalna kolicina izstrelka
po = mvy = 10000 kgm/s.

3. Ob eksploziji se vsa energija spremeni v kineti¢no ener-
gijo tanka in Scita

1 1
W = 5 (1000m) v? + 5 (2m) v2.

N

Slika) 2.58
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Hkrati pa se (ker ni zunanjih sil) ohranja gibalna koli¢ina
sistema tank-Sc¢it, ker je bila le-ta pred eksplozijo nic,
sledi:

0 = (1000 m) v, — (2m) v.

Opomba: upostevali smo pozitivno gibalno koli¢ino v
smeri hitrosti vy in smeri narisane na sliki 2.59 (zato je
v, negativna). Iz zadnjih dveh ena¢b lahko dolo¢imo dve
neznani hitrosti:

[ W
= R — ]_ Y
v, SE0500 T 0,1998 m/s
500 W
— _ = N 1 o
vy =14/ E0Lm 99,9001 m/s

. Ob trku §¢ita in izstrelka se ohranja gibalna kolicina (ker

ni zunanjih sil):
—2mu, + mvg =3mu,.
Sledi, da je hitrest(zlepljenega izstrelka in Scita

~(501y/mvo — 20 v/2505 VIV
N 1503 /m

Uy

= 266,733 m/s.

. Kinetiéna energija, s katero zlepljeno telo tresci v tank,

je torej:

1
Bo,=35@m) vf =1,07-10%7J.
Opazimo, da se z uporabo aktivnega §cita (eksplozija
energije W) kinetitna energija, ki deluje na tank, bi-
stveno zmanjsa (na priblizno 20 % zacetne).
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Naloga 2.3.1

Zaposleni ste v Evropski vesoljski agenciji
(ESA). Nadrejeni zelijo, da izratunate gi-
balne enacbe pri izstrelitvi raziskovalnega
robota Beagle 2 (masa mg) iz raziskovalne
sonde Mars Express (masa mi). Na sliki
a) je prikazan Mars Express pred vstavi-
tvijo raziskovalnega robota Beagle 2; v tem
polozaju je gumijasta vzmet togosti k neo-
bremenjena. Opombe: izstrelitev se dogaja
v brezteznem prostoru; trenje je zanemar-
ljivo majhno.

k _Jja

Podatki: mi=1kg mo=2kg
k=100N/m a=0,500m

Vprasanja:

1. Dolocite dolzino, za katero séyraztegne
gumijata vzmet.
Odg: I m
2. Dolocite velikost sile vigumijasti vzmeti za
stanje na sliki b).
Odg: 00I N
3. Dolocite delo, ki je potrebno za vstavljanje
Beagla 2.
Odg: 08 J
4. Dolocite potencialno energijo, ki jo ima
vzmeét v stanju na sliki b).
Odg: 08 J
57 Ob izstrelitvi Beagla 2 iz Mars Expressa
(slika b) se gibalna koli¢ina sistema
ohranja? (1: Da, 2: Ne)
Odg: I
6. Ob izstrelitvi Beagla 2 iz Mars Expressa
(slika b) se mehanska energija sistema
ohranja? (1: Da, 2:Ne)
Odg: I
7. Dolocite hitrost Mars Expressa po
izstrelitvi (absolutna vrednost).
Odg: @d[.8 m/s
8. Dolocite hitrost Beagle 2 po izstrelitvi
(absolutna vrednost).
Odg: €80 m/s

Naloga 2.3.2

Vagon mase mi miruje, ko nanj s hitrostjo
v; pade klada mase msy. Klada drsi po va-
gonu in se po casu t glede na vagon ustavi.

ﬂ\ zty N l:”]”x

Podatki: “my=32kg mp="Tkg
v =7/600m/s t=1,700s ¢g=9,810m/s>

Viprasanja:

1. Ali se gibalna koli¢ina celotnega sistema
ohranja? (1: Da, 2: Ne)
Odg: I

2. Ali se mehanska energija celotnega sistema
ohranja? (1: Da, 2: Ne)
Odg: ¢

3. Koliksna je hitrost vagona in klade tik po
tem, ko klada preneha drseti?
Odg: v=MEI m/s

4. Koliksen impulz sile deluje na klado,

medtem ko drsi po vagonu?
Odg: I = Iéo&b— Ns

Koliksen je koeficient trenja med vagonom
in klado?

ot

Odg: p = ME0

6. Za koliko se spremeni mehanska energija
sistema (od ¢asa, ko klada pade na vagon,
do ¢asa, ko prencha drseti)?

Odg: E = 3v8,col— J

Naloga 2.3.3

Tri masne tocke so povezane z neraztegljivo
vrvjo in se gibljejo s hitrostjo vi. Na tocke
pricne delovati konstantna sila F, tako da
se v Casu t hitrost tock poveca na wvs.
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Podatki: mi1=60kg ms=230kg
m3=35kg pn=0,300 ©=40°
vi=1m/s vo=8m/s t=14s
g=19,810m/s?

Vprasanja:

1. Ali se gibalna koli¢ina sistema ohranja? (1:
Da, 2: Ne)
Odg: ¢
2. Ali se kineti¢na energija sistema ohranja?
(1: Da, 2: Ne)
Odg: ¢
3. Dolocite povprecni pospesek masnih tock v
Casu t.
Odg: 0080 m/s?
4. Ali se trenutni pospesek masnih tock
spreminja? (1: Da, 2: Ne)
Odg: &
5. Dolocite spremembo gibalne koli¢ine
sistema.
Odg: &8s kgm/s
6. Dolocite velikost konstantne sile”F.

QOdgs, €00, e N

7. Dolocite kineti¢no energijo sistema po casu
t.

Odg: 0L xb J

Naloga 2.3.4
Rekonstruirate

prometno nesreCo na

kotje ‘narisana na sliki. Tovornjak (ma,

v2) je spregledal avtomobil (mq, v1) in tréil
vanj. Po trku sta se vozili zdruzili in se gi-
bali s skupno hitrostjo « pod kotom 3. Situ-
acijo opazujete tik pred in po trku, tako da
lahko zanemarite trenje med pnevmatikami
in cestiSCem.

o oy \Va

V2

my
a

Podatki: ma =5 x10%kg wve=10m/s
a=10° B=20°% w=20m/s

Vprasanja:

1. Ali sé gibalna koli¢ina sistema
avtomebil-tovornjak ohranja? (1: Da, 2:
Ne)

Odg: p=1I

2. Kaj se dogaja pred/po trku z gibalno
koli¢ino sistema avtomobil-tovornjak v X
smeri? (1: Vecja pred trkom, 2: Vegja po
trku, 3: Se ne spreminja)

Odg: px = &

3. Kaj se dogaja pred/po trku z mehansko
energijo sistema avtomobil-tovornjak? (1:
Vecja pred trkom, 2: Vec¢ja po trku, 3: Se
ne spreminja)

Odg: Ep, =1

4. Dolocite maso avtomobila (m1).

Odg: m1 = ®0I x 8@, kg

5. Dolocite hitrost avtomobila pred trkom
(v1)-

Odg: vi = 888Y¢ m/s

6. Koliko mehanske energije se je pretvorilo v
deformacijsko delo med trkom?

Odg: Wgey = 06h < MJ
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2.4 Kinetika togih teles

Kinetiko smo najprej preucevali na masni tocki, potem smo
si ogledali posplositev na poljuben sistem masnih tock, se-
daj bomo pa poskusali izpeljave iz sistema masnih tock
omejiti najprej na togo telo, nato pa Se na sistem togih
teles®?. V tem poglavju bomo sicer togo telo obravnavali
sprva splosno v trirazseznem prostoru, potem pa se bomo
osredotocili predvsem na ravninsko kinetiko togih teles.

2.4.1 Prostorsko gibanje togega telesa

Togo telo lahko gledamo kot sistem velikega stevila masnih
tock, pri katerem se razdalje med masnimi tockamsi ne spre=
mingajo. Obravnavali bomo toga telesa zvezno porazdeljene
mase, ki pa imajo poljubno obliko. Poljubno tele je prika-
zano na sliki 2.60, kjer je dm diferencialna masaj r krajevni
vektor do diferenciala mase, T tezisce, r, krajevni vektor
do tezis¢a in m masa togega telesa. Zunanja sila F';, ki
deluje na telo, ima krajevni vektor r;.

Gibalna koli¢ina

Pri raziskovanju sistemrasmasnih tock smo ugotovili, da je
gibalna koli¢ina sistemamiasnih tock (2.101) definirana eno-
stavno kot: p = ni, Vsykjer je m, masa sistema in v, hitrost
tezisca. Togo.telo 8e vedno lahko gledamo kot na sistem
masnih tock in zato je gibalna kolicina togega telesa:

p="min, (2.130)

kjex je 7, hitrost tezisca telesa*’:

[, rdm

o= (2.131)

in m masa togega telesa*!:

m:/ dm (2.132)

video posnetek: MIT Robotic
Cheetah.

Slika 2.60

40psdobno kot pri sistemu ma-
snih tock (2.95).

41pydobno kot pri sistemu ma-
snih tock (2.96).
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Podobno kot pri sistemu masnih tock, je zakon o spremembi
gibalne kolicine togega telesa:

> Fi=p=miu, (2.133)
kjer je > F'; vsota vseh zunanjih sil na telo.

Vrtilna kolicina
Poglejmo si sedaj vrtilno koli¢ino togega telesa prikazanega

na sliki 2.61, kjer je w kotna hitrost. Glede na,izraz za
sistem togih teles (2.108) lahko za zvezno telowzapisemo:

L= / 5% S, (2.134)
m
ker velja 7 = w x r (glejte poglavje 5.3.4), sledi:

L:/rxwx rdm: (2.135)
i

Ce sedaj uvedemo vektorja:

b Wy
z

W,
potem lahko izraz A (2.135) zapisemo kot:

A=rxwxr

T Wy T
=y X lwy | X|Y
Wy
x t 3 k
=y | X|we wy w,
T Yy =z
z WyZ— W,y
=|y| X|—-(wr2—w,x)
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in nadaljujemo:

A=
i j k
= % y z
Wiy B =y = (i B = 0y 05 Gl ) = sk 21

wy (P +2Y) —wyry—w, w2
= | —wyzy+uwy (z®+2%) —w,yz|. (2.137)

—wy Tz —wyyz+w, (2 +y?)

Ko smo vektor A doloéili, lahko izvedemo integriranje (2.135)s
Integriramo lahko vsako komponento vektorja posebej,, iz-
postavimo konstante in izpeljemo vrtilno koli¢ino:

Wy Jpz — Wy ny — wy Iy
L= —Wg Jyw + Wy Jyy — Wy Jyz 9 (2138>

—Wg sz — Wy Jzy + wy Jzz

42

kjer smo vpeljali osne*?masne vztrajndstne momente (M VM ): 42Ali tudi aksialni MVM.

Jow = / (y% + 2°) din.
m
Ty = / (z% + £°)dm (2.139)
m
Jow = / (22 +7°) dm
m
in deviacijské*3masne vztrajnostne momente: 43 Ali tudi centrifugalni MVM.

Loy = Dy = / (zy)dm

iz = o = / (xz z)dm (2.140)
m
Iz = Doy = / (y z) dm.
m
7 vpeljavo masne vztrajnostne matrike:

J=|-Jye Jyy —dy | (2.141)



44psdobno kot masa pri tran-

slaciji.

45

ang. mass properties
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lahko wvrtilno kolic¢ino togega telesa zapiSemo:

L=Jw. (2.142)

Pomembna lastnost masnih vztrajnostnih momentov (to-
gih teles) je v tem, da so konstantni. To pomeni, da jih
glede na izraze (2.139, 2.140) izra¢unamo enkrat in jih po-
tem obravnavamo kot konstantno lastnost pomembno pri
rotaciji teles**. Iz tega razloga nam programska oprema za
tridimenzionalno nacrtovanje ponuja tudi izracun masmnih
lastnosti®s.

Masni vztrajnostni momenti so pomembni‘in ‘imajo veliko
lastnosti in posebnosti, ki jih je treba izpestaviti in na-
tancno prestudirati. Da ne bi zmotili toka misli pri obrav-
navi kinetike togega telesa, je masnim vztrajnostnim mo-
mentom namenjeno poglavje 5.1 vidodatku.

Po obravnavi vrtilne kolicine togega telesa, bi bilo logi¢no
nadaljevati s spremembo vrtilne koli¢ine ter mehansko ener-
gijo. Ker pa obravnava spremembe vrtilne koli¢ine in me-
hanske energije v prestoru presega namen tega ucbenika,
se bomo v nadaljevanju omejili na ravninsko gibanje togega
telesa.
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2.4.2 Ravninsko gibanje togega telesa

Na sliki 2.62 je prikazano togo telo v ravnini. Telo se na-
haja v koordinatnem sistemu zyz, katerega vrtenje okoli osi
teziSta T definira kotna hitrost ¢; r, 7, in p so krajevni,
tezis¢ni in relativni vektor diferencialne mase dm; r; in p;
sta krajevni in relativni vektor zunanje sile F';.

Pri togih telesih ravninsko gibanje ponavadi delimo na tran- Slika 2.62
slacijo, rotacijo in ravninsko gibanjeS.

. . . 46 ]
O translaciji govorimo takrat, kadar je za premik telesa Pogoyorno namesto ravnin-
potreben samo premik tezigéa, ni pa potrebna rotacija okoli ~ Ske&&, gibanja slisimo  tudi:

e s I . 5 translacija + rotacija.
tezisca (slika 2.63: 1 oznacuje zacetno stanje, 2 pa konéno). ) acllja rotacia >

O rotaciji govorimo takrat, kadar je za premik iz ene(v

drugo lego potrebna samo rotacija okoli tezisca (slika 2.64):

O sploSnem ravninskem gibanju govorimo takraty kadar
je potrebno premakniti tako tezisce, kot tudi izvesti rota-
cijo okoli tezisca (slika 2.65). Na sliki 2.66, je prikazana Slika 2.63
krivocrtna translacija (za premik iz ene lege v drugo rota-
cija okoli teziséa ni potrebna).

Gibalna koli¢ina

Gibalno koli¢ino in njenosspremembo smo v celoti obravna-
vali v prostoru, zatordodatna obravnava tukaj ni potrebna.

Vrtilna kolicina v ravnini

Vrtilno koli¢ino togega telesa v prostoru, ki se vrti glede na
v.koordinatnem izhodiséu definirano kotno hitrost w, defi-
nira, izraz (2.142). Tukaj bomo vrtilno koli¢ino hoteli za-
pisati glede na izbrano koordinatno izhodisce, pri ¢emer se
homo osredotocili na gibanje tezisca in rotacijo okoli tezisca.
Izpeljavo torej zaénemo pri, za zvezno telo v ravnini, prila- Slika 2.65
gojenem izrazu (2.115):

L:rTxmi'T+/ px pdm. (2.143)

m

A

Ker lezita krajevni vektor do tezis¢a 7 in hitrost tezisca
7, V ravnini zy, je vrtilna koli¢ina v smeri koordinate z in
zato bomo v nadaljevanju uporabili samo skalarno vrtilno

Slika 2.66



47Ker je teziseni MVM defini-
ran glede na os z, je pravilen za-
pis Jz,z,. Ponavadi pa pri rav-
ninski dinamiki os z izpustimo
in napiSemo kar Jy.

48y/ektorski produkt dveh ko-
linearnih., vektorjev je vedno
enak nic.
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koli¢ino v smeri osi z: L,. Podobno ugotovimo za izraz
znotraj integrala: p x p: relativni vektor p in njegov odvod
po casu lezita v ravnini xy. Ker obravnavamo togo telo, ki
se glede na tezisce T vrti s kotno hitrostjo ¢, sta vektorja
p in p pravokotna in namesto A (2.143) lahko zapiSemo:

A= [ pxpdn— [ Jollplgam (2.144)

ker je kotna hitrost ¢ konstanta, lahko zapisemo tudi:

A=¢/Wm%m=¢kﬁ, (2:145)

ment*7 (glejte poglavije 5.1):
ngﬁzfm%m (2.146)
Izraz (2.143) lahko torej poenostavimo v:

L,=r:Xmvr+ By o P, (2.147)

kjer je L, vrtilna kolicina v smeri koordinate z.

Nadaljujemo sedaj s spremembo vrtilne koli¢ine v ravnini;
podobno kot pri sistemu masnih tock (2.121), zapiSemo:

S x Fi= I (2.148)
[

in na levi vstavimo r; = r; + p;, na desni pa odvajamo po
¢asu izraz (2.147):

> (re+p) X Fi =z X mig + 71 X mits + Jopa, §
7

(2.149)

upostevamo?®

Z’I‘T ><F,i+2pi XF; =1y xmvy+ J, .. .
i i

7+ X m7y = 0 in nadaljujemo:

(2.150)

V nadaljevanju za m #. upostevamo izraz (2.130):
Ty xZFi—i-Zpi X Fy =7y X ZFi_FJZTZT(}B

(2.151)
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krajsamo 7. x >, F:

Z p; xFi=J,., & (2.152)

Za togo telo torej zunanji moment glede na tezisce, spre-
meni vrtilno koli¢ino glede na tezisce:

> M, =J... ¢ (2.153)
o

Energijske razmere

Najprej si poglejmo kineti¢no energijo; zacnemo pri izrazu
za sistem masnih tock (2.127) in ga priredimo za,zyezno
togo telo:

1 1
E, = 7m|7=T|2+/ — |p|* dm, (2.154)
2 2

ker je pri togem telesu, ki se vrti s, konstantno kotno hitro-
stjo ¢ relativna hitrost |p| = |p ¢|s, sledi:

1 1
E. = —m|i|? +/ 22 5% dm. (2.155)
2 R

Izpostavimo kotno hitrosthin vstavimo izraz (2.146).
Sledi izraz za kineticno energijo togega telesa v ravnini:

1 1
E, = M 72| + 5 Jonze 2. (2.156)

Pri potencialni energiji teze za togo telo (podobno kot za
sistem masnih tock (2.129)) velja:

E, =mgy. (2.157)

Gibalne enacbe togega telesa pri sploSnem ravnin-
skem gibanju

Ce smo za masno tocko v poglavju 2.2.4 do gibalnih enach
prisli prek spremembe gibalne koli¢ine za masno tocko, po-
tem tukaj pridemo do gibalnih enacb prek spremembe gi-
balne in vrtilne koli¢ine. Za poljubno togo telo, na katerega



video posnetek: Bullet Block
Ezxperiment Result.

Slika 2.67

Slika 2.68
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delujejo zunanje sile F';, velja, da le-te spremenijo njeno gi-
balno (2.133) in vrtilno koli¢ino glede na tezisée (2.153):

Y Fi=mi, > My=J.. ¢ (2.158)
7 [

Izraz tudi imenujemo II. Newtonov zakon za ravninsko gi-
banje ali tudi II. Newtonov zakon za translacijo (levi izraz)
in rotacijo (desni izraz).

Do istih gibalnih enacb kot z uporabo izraza (2.158) pri-
demo tudi prek dela nekonservativnih sil (2.88),4ki ga od-
vajamo po ¢asu:

dws  dE,
de — dt

(2.159)
Zgled 2.4.1 podaja dodatna pojasnila.

Gibalne enacbe togega telesa pri rotaciji okoli ne-
pomicne osi

Izraza (2.158) in %(2:159) veljata na splosno in nas vedno
pripeljeta do gibalnih“enacb. Izkaze se, da se za rotacijo
togega telesa, okoli nepomicne osi lahko oba omenjena iz-
raza peenostavita. S poenostavljenima izrazoma pa lahko
hitreje’izpeljemo gibalne enacbe.

Poglejmo si torej primer na sliki 2.67: togo telo mase m
in\masnega vztrajnostnega momenta J, .. okoli tezisca T
se vrti okoli nepomicne osi A, ki se nahaja v koordinatnem
1zhodiS¢éu. 7 je krajevni vektor do tezisca, p; pa relativni
vektor od teziSca do prijemalisca zunanje sile F';. Zasuk
okoli vrtisca popisuje .

Da lahko uporabimo II. Newtonov zakon za translacijo in
rotacijo (2.158), je treba narisati diagram prostega telesa,
ki je prikazan na sliki 2.68. Dodati moramo torej reakcije
R v podpori A in nato lahko zapiSemo:

> (Fi)+ R=mi, (2.160)
> (Mo, + (1o X R) = T, §. (2.161)

(2
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Reakcijo R lahko izpostavimo iz izraza (2.160) in nato vsta-
vimo v (2.161); hkrati upostevamo e M, = p;, X F;:

s (o)) s

(2.162)

in izraz preuredimo:

Z (re+p;) x Fi=J, . ¢+7rex (miz). (2.163)

(2

Sedaj se osredotoCimo na r; X (m#;); skalarno maso iz<
postavimo m 7, X .. Ker teziSte T krozi okoli tocke As
lahko vektorski produkt vektorja r X #; zapisemo v Ppo-
larnem koordinatnem sistemu (poglavje 2.1.5) in mnoZimo
velikost krajevnega vektorja s |r;| z velikostjo kreznega po-
speska |r| @, sledi:

N (et ) X Fi= Los ¢+ m[n{™g (2.164)
i
Na levi strani izraza (2.164) vpeljemo, 7y’ = 7+ p,, na desni

izpostavimo kotni pospesek ¢:

Zri x F; = (JszT +m|rT|2) b (2.165)

Ugotovimo, da r; x#'; predstavlja zunanji moment glede na
vrtisce A. Upogtevajoc definicijo masnega vztrajnostnega
momenta pri translatornem premiku (5.15) je MVM glede
na os A: J{= Jop, +m|r.|?

Izpeljali smo torej II. Newtonov zakon za krozenje okoli
nepomicne osi:

d M, =J,¢. (2.166)



50Seveda ne smemo pozabiti,
da izpeljava velja samo v pri-
meru krozenja okoli nepomicne
osi.
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Bistvena prednost izraza (2.166) pred izrazom (2.158) je
v tem, da nam ni treba iskati reakcij v podpori, zato je
reSevanje bistveno hitrejse®°.

V kolikor zelimo priti do gibalnih enacb prek energijskih
zakonov, potem se izkaze, da je mogoce kineti¢no energijo
popisati enostavneje. V nadaljevanju si poglejmo izpeljavo
za rotacijo okoli nepomicne osi A (slika 2.67). Zacnimo
s splosnim izrazom (2.156) in upostevajmo, da je velikost
hitrosti |7.|? pri krozenju glede na nepomiéno os A (|r,|¢)?

1 . 1 .
E = 5m (] @)* + 5 Tz % (2.167)
Ko izpostavimo kvadrat kotne hitrosti ¢ \opazimo .J, =
Jorzn +m|rz)|? (5.15) in sledi:

1

B =3/ @?. (2.168)

Ponovno opazimo, da se % posebnem primeru krozenja to-
gega telesa okoli nepemicne osi A definicija za kineti¢no
energijo bistveno peenostavi.

2.4.3 Sistem togih teles

V kolikorjebravnavamo sistem togih teles, je treba II. New-
torov ‘zakon (2.158) uporabiti za vsako togo telo posebej,
pri cemer sile, ki delujejo med posameznimi telesi, obrav-
navamo kot zunanje sile na telo.

V kolikor pa sistem togih teles obravnavamo na podlagi
energij (2.159), potem sistema ni treba razrezati na posa-
mezna telesa, pac¢ pa ga lahko gledamo v celoti in obravna-
vamo samo tiste notranje sile, ki so nekonservativne. Vec
si bomo pogledali v okviru zgleda 2.4.2.
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Zgled 2.4.1

Na sliki 2.69 je prikazan valj mase m in polmera r, ki se
kotali s koeficientom kotalnega trenja po horizontalni pod-
lagi.

Podatki: m = 1kg,r = 0,1m, |vg| = 10m/s, f = 0,01 m,
g=9,81m/s?

Dolocite:

Stevilo prostostnih stopenj valja.

Ali je sistem konservativen?

Masni vztrajnostni moment valja glede na tezisce.
Pol hitrosti.

g 89 =

Ali kotaljenje lahko obravnavamo kot poseben primer
rotacije okoli nepomi¢ne 0si?

6. Gibalno enacbo s pomocjo II. Newtonovega zakona.

7. Gibalno enacbo s pomocjo energij.

Resitev

Kotalno trenje je definirano kot.zaviralni moment velikosti
M, = f F,. F, normalna sila'ma podlago, f pa rocica te sile
(slika 2.70).

1. Ker se valj kotali,"ebravnavamo sistem z eno prostostno
stopnjo. Dovolj je, da poznamo ali lego tezis¢a v hori-
zontalnismeri ali zasuk okoli tezisca P = 1.

2. Kotalne trenje povzroca izgubo energije, zato je sistem
nekonservativen.

3« Tezistni MVM za valj je (Poglavje 5.5.1): Jy = gmr?.

4..Pol hitrosti pri kotaljenju valja se nahaja v sti¢ni tocki
s podlago (tocka A na sliki 2.71). Ce v nekem trenutku
“zamrznemo” stanje, potem je v teziS¢u valja hitrost &,
valj pa se navidezno vrti okoli tocke A. Ker je polmer
valja r, lahko glede na sliko 2.71 dolo¢imo & = r ¢». Ana-
logno lahko dolo¢imo hitrost vsake tocke na valju, ki lezi
na premici skozi tocki A in T; obodna hitrost je npr.
2r¢.

5. Da lahko. Pol hitrosti je navidezno mirujoca tocka ro-

tacije in zato velja izpeljava za rotacijo okoli nepomicne
osi (2.166).

Slika, 2:69

f

Slika 2.70

Slika 2.71
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vlja delo. V konkretni nalogi
sila F;, ni aktivna, saj se ne pre-
mika (vedno se nahaja v tocki
kotaljenja).
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6. Poglejmo si diagram sil in momentov na prosto telo (slika

2.70). Za uporabo izraza (2.166) potrebujemo J, = J+
mr? = 3mr? in vsoto vseh momentov okoli tocke A,

sledi:

ZMAJ, = _Mk = A¢7
%

kjer smo za prostostno stopnjo, s katero bomo popisali
sistem, izbrali ¢. Ker je po definiciji kotalni upor M, =
f F,. Ker je normalna sila F, = m g sledi gibalna enaéba:

3 .
—fmg=gmr*e,

zapisano v normirani obliki®!:

., 2fg
© + 3,2 = 0.

Gibalna enacba nam pove, kako se sistem giblje. Z in-
tegriranjem zgornje enache in ob upostevanju zacetnih
pogojev (¢(08) =alvo|/r in ©(0s) = 0m) lahko izpe-
ljemo:

3y} —2f gt
A f"’O:'”—Qfg slika 2.72.

3rt|ve| — fgt? .

Opomba: do gibalne enacbe seveda pridemo s pomoc-
jo sploSnega izraza (2.158), ki ga zapiSemo za tezisce in
uposStevamo tudi vse reakcije v tocki A, v tem primeru
resimo sistem enagcb:

—F,.=m2
F,.—mg=my
2 rRr_f n — TSD

. Izpeljimo sedaj gibalno enacbo Se na podlagi energij,

glejte izraz (2.159). Edina nckonservativna aktivna sila®?
je (konstanten) kotalni upor:

Wis = / M, dp =—fmgp.
%)
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Po drugi strani pa je kineticna energija konstantna in je
torej vsa mehanska energija v kinetic¢ni energiji:

1 . 3 .
E.=E,= §JA gpz = Zmrz <p2.

Vstavimo v (2.159)

%(—fmgso) = % <zmr2 ¢2>
in izpeljemo:

fmgp=Smr?pg
ter po deljenju s ¢ # 0:

3 5 ..
—fg=131%3,

koncamo pri istem izrazu kot prej.

Zgled 2.4.2

Na sliki 2.74 je prikazan sistem togih teles: telo A ima maso
m, valj B ima polmer r in maso.m, valj C ima polmer 2r
in maso 2m. Na telo, A deluje na eni strani sila F', na
drugi strani je z lahkos neraztegljivo vrvjo prek teles B in
C povezana s podlago. Trenje je zanemarljivo.

Podatki: F = |E]m, 1, g, .

Dolocite:

1. Stevilo prostostnih stopenj sistema.
2. Ali je sistem konservativen.

3. Aktivne nekonservativne sile.

4

. Gibalno enacbo.

Resitev

1. Sistem ima eno prostostno stopnjo P = 1. Opomba:
normalno je, da predpostavimo, da mora biti vrv napeta,
sicer bi sistem imel ve¢ prostostnih stopenj in ve¢ stanj.

Slika 2.74



80 2. Poglavje: Dinamika trdnin

2. Sistem ni konservativen, saj sila F' vanj vnasa delo.
3. Aktivna nekonservativna sila je F'.

4. Gibalno enacbo izpeljemo s pomocjo izraza (2.159). Ker
ima sistem eno prostostno stopnjo, lahko stanje sistema
popiSemo z eno neodvisno spremenljivko; v ta namen
si poglejmo sliko 2.75. Na skrajni desni strani je valj
C prek vrvi pripet na okolico in v tocki P se nahaja
pol hitrosti. Ker torej telo C navidezno rotira okoli’P
s kotno hitrostjo ., je hitrost tezisca telesa C g. =
27 . in hitrost na levem koncu valja C s, = 2gqv=
4r .. Naprej velja, da je kotna hitrost s hitrostjotelesa
A povezana $, = r pg.

Definirajmo sedaj delo sile (2.66):

Slika 2.75 W =Fs,

in mehansko energijo (2.83):
E,=FE,\,+E.zs KRE.c:

Definirajmo posamezneumehanske energije:

E.or=E.+ KAL)= % ms2 —mgs, sina

E.=EALTDY = 1J¢2+0

Enc =Bt B,o = 32Em)%+3Jo ¢l
+2m g yec.

Masni/vztrajnostni momenti so:

1 1
nggmrQ Jc:§(2m)(2r)2

in manjkajoce povezave med koordinatami (slika 2.75):

Sa
Y = —,
r
Sa
Yo = Trv
S,
Yo = 2T§OC = EA

Sedaj zelimo uporabiti izraz (2.159). Najprej zapisemo:
9 5 .
3 M +gms, —gms, sina= Fs,

in nato z odvajanjem po casu:

gmsA—gmsAs1noz+stAsA:FsA.
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Ker zgornji izraz velja ob poljubnem ¢asu (hitrosti), ve-
lja:

5 4(F+gm(sina—1))

9m
S tem smo izpeljali gibalno enacbo sistema.

Opomba: do iste gibalne enacbe lahko pridemo z upo-
rabo II. Newtonovega zakona za togo telo (2.158), vendar
moramo ravnotezje zapisati za vsako telo posebej in sis-
tem razdeliti na tri telesa, med katerimi deluje neznana
sila v vrvi. Slednji postopek je zamudnejsi, vendar je
koristen pri preverjanju lastnega znanja in razumevanja.



82

2. Poglavje: Dinamika trdnin

Naloga 2.4.1

Dinamski sistem na sliki sestavljajo tri toga
telesa. Med telesom A in podlago nagiba «
je koeficient trenja p. Valj B ima polmer r
in maso m. Na valj C, ki se kotali po podlagi
ter ima polmer 1,57 in maso m, deluje kon-
stantna sila F'. V trenutku, ki nas zanima,
se masa A giblje s hitrostjo @ .

Podatki: m=2kg r=0,200m
ta=4m/s

Vprasanja:

1. Dolocite Stevilo prostostnih stopenj
sistema.
Odg: I
2. Dolocite razmerje & 4 /Z¢c. (pazite

predznak)
Odg: S—

3. Dolocite kineti¢no energijo celotnega
sistema.
Odg: 0 J

4. Koliko nekonservativnih sil ima sistem?

Odg: ¢

Naloga 2.4.2

Slika prikazuje industrijska vrata mase m in
viSine a, ki se odpirajo s pomocjo vrvi za-
nemarljive mase. Vrv je napeta prek valja
mase m in polmera r ter ne podrsava. V
zaCetku vrata mirujejo. Dvig vrat v hori-
zontalno lego se izvede s pomocjo konstan-
tne sile . Tezo pomoznega kolesa zanema-
rite.

a,m

Podatki: a=2m b=0,400m

r=0,300m m=25kg F =300N
g=9,810m/s>
Vprasanja:

1. Koliko prostostnih stopenj imasistem?

Odg: I
2. Ali se mehanska energija ohranja? (1: Da,
2: Ne)
Odg: ¢
3. Dolocite'spremembo potencialne energije

vratyko'so'ta v horizontalni legi.
Odg: 0cg.ehe J

4.(Dolocite dolzino poti sile F' pri dvigu vrat.

Odg: MYC m
5. Dolocite delo sile F' pri dvigu.
Odg: 0€L¢YI8 J
6. Dolocite kotno hitrost valja v trenutku, ko

so vrata v horizontalni legi.
Odg: 007 .¢ rad/s

Naloga 2.4.3

Tanka ploséa mase m visi na vrvi EF, kot
je prikazano na sliki. V trenutku to se vrv
pretrga. Maso rocic A in B zanemarimo.

Podatki: a=800mm b=800mm
m=4kg B=50° ¢g=9810m/s’

Vprasanja:
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1. Gibanje plosce vkljucuje rotacijo, saj se 6. Gibalna enacba valja je:
tezisce plosce giblje po kroznici. (1: Da, 2: 2rF —mgr =J,$c. (1: Da, 2: Ne)
Ne)
Odg: ¢ Odg: ¢

2. Plosca opravlja le krivoértno translacijo. (1:
Da, 2: Ne)
Odg: I
3. Plos¢a opravlja le rotacijo. (1: Da, 2: Ne)

Odg: ¢
4. Dolocite pospesek plosce v ¢ smeri.

Odg: 9080 m/s?
5. Dolocite pospesek plosce v n smeri.

Odg: 0 m/s?

6. Dolocite silo Fp v rocici B.
Odg: ©88S— N

7. Dolocite silo F4 v rocici A.
Odg: <beCE N

Naloga 2.4.4
Valj C se kotali po strmini nagiba « in je
prek skripca B povezan s silo F'.

B

Podatki: jm=4kg r=0,450m F =39N
a=70° ¢g=9,810m/s>

Viprasanja:

L+ Dolocite Stevilo prostostnih stopenj
sistema.
Odg: I
2. Dolocite razmerje x 4 /zc. (pazite
predznak)
Odg: ¢
3. Dolocite razmerje z¢ /oo
Odg: 08M0 m
4. Tocka kjer se valj dotika podlage je pol
hitrosti. (1: Da, 2: Ne)
Odg: I
5. Dolocite MVM valja J,, okoli dotikalisca s
podlago.

Odg: aIgI kg m?

7. S pomocjo pravilne gibalne enacbe dolocite
pospesek por.

Odg: C€SGEI rad/s?

Naloga 2.4.5

Na sliki prikazan satelit (nahaja se v
brezteznosti) je sestavljen iz velikega valja
(mase 10m in polmera 107) in"osmih majh-
nih valjev. Zacetno stanje: satelit se vrti s
kotno hitrostjo ¢, majhni valji relativno na
satelit mirujejo:

Podatki: m=10kg 7 =0,300m
&o=2rad/s &1 =8rad/s

Vprasanja:

1. V zacetnem stanju majhni valji v
absolutnem koor. sist. opravljajo
translatorno gibanje okoli osi velikega valja
in rotacijsko gibanje okoli svoje osi. (1: Da,
2: Ne)

Odg: I

2. Vozniki kros motorjev uporabljajo princip
ohranitve vrtilne koli¢ine, da v zraku nad
skakalnico s pospesevanjem zadnjega kolesa
uravnavajo svoj polozaj med letom. (1: Da,
2: Ne)

Odg: I

3. Ali se vrtilna koli¢ina ohranja, ¢e je prisoten
zunanji moment? (1: Da, 2: Ne)

Odg: €

4. Dolocite vrtilno koli¢ino Lg v zacetku.

Odg: ®0I x YbEL kg m?/s
5. Dolocite kineti¢no energijo Eyg v zacetku.

Odg: 0L x vheC J
6. Dolocite absolutno kotno hitrost majhnih
valjev 31, da se bo velikemu valju kotna
hitrost spremenila iz &g na &;.
Odg: ®0I x 8de.I— rad/s
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2.4.4 Rotacija okoli nepomic¢ne osi v pro-
storu

Posebno poglavje bomo posvetili rotaciji poljubnega togega
telesa (v prostoru) okoli nepomicne osi; gre za pogost pri-
mer iz prakse vrtenja rotorjev okoli osi®®. Znanje, prido-
bljeno v tem poglavju, bo tudi omogocilo razumevanje urav-
notezenja rotorja. Za razumevanje tega poglavja je nujno
podrobno razumevanje masnih vztrajnostnih momentov, ki

so natanéno obravnavani v dodatku 5.1.

Na sliki 2.76 je tako prikazan togi rotor®*, ki je vrtljive vpet
med dvema lezajema; rotor ima tezisce v tocki I in razda-
ljo med lezajema I. Na sliki 2.76 koordinatnivsistem z,y,z
predstavlja fiksen koordinatni sistem, koordinatna sistema
x1,y1,21 (izhodisce v prvem lezaju) in a'y,U5,22 (izhodisce v
drugem lezaju) pa se vrtita skupaj z rotorjem, pri ¢emer
tezisce T lezi na ravnini x12; ozirema’rszs; zasuk relativne
osi z; glede na absolutno os = pepisuje kot .

Pri studiju zunanjih sil inimomentov na rotor bomo staticne
vplive (npr. tezo) zanemarili, saj predpostavljamo, da so
dinamiéni vplivi bistvéne vecji (statiéne vplive pa sicer re-
lativno enostavno ebvladamo).

Na rotor deluje zunanji moment M, na mestu lezajev, pa
na rotor delujejo zunanje sile, ki jih opazujemo v vrtecem se
koordipatnem sistemu: komponenti sile v prvem lezaju F,
in I, se/vrtita skupaj s koordinatnim sistemom xy,y1,21,
komponenti sile v drugem lezaju F,, in F,, pa se vrtita
skupaj s koordinatnim sistemom s, ys, 2o. Lego tezisca
T'v vrtecem se koordinatnem sistemu x1, y;, 21 definira
krajevni vektor r,:

(&
re=10], (2.169)
d

kjer parameter e oznacuje ekscentricnost rotorja, d pa osno
razdaljo od prvega lezaja do tezisca.

Kot smo se naucili v poglavju 2.4, zunanje sile in zunanji
momenti povzrocijo spremembo gibalne oz. vrtilne koli¢ine
ter vodijo v II. Newtonov zakon za togo telo. Za spremembo
gibalne koli¢ine smo zapisali (2.133):

> Fi=p=mi,, (2.170)
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in podobno zapisemo vrtilno koli¢ino:

> M =L, (2.171)

pri éemer slednjega izraza Se nismo izpeljali®®.

Ob predpostavki, da na togi rotor, znanih masnih lastnosti,
deluje znani zunanji moment M, imamo na sliki 2.76 pet
neznanih velicin: F 1, Fy 1, Fy2, Fy 1, ¢(t). Potrebujemo
torej pet ravnoteznih enachb, da te neznanke dolo¢imo; iz
izraza (2.170) lahko izpeljemo dve, preostale tri bomo izpe-
ljali iz izraza (2.171).

Obravnavo izraza (2.171) moramo zaceti z definicijo vrtilne
koli¢ine togega telesa (2.135):
L, = / rXwXx rdmn, (2.172)
m

pri cemer smo z L; poudarili, da gre za vrtilng keli¢ino v
vrtecem se koordinatnem sistemu. Za razliko od mirujocega
koordinatnega sistema (2.136) to pomeni, da,sta vektorja:

T=21€5 +Y1€y +21€y (2.173)
in
w=0i+0j+pe.s (2.174)

kjer smo upostevali, da, imammo rotacijo samo okoli z 0si®S.

Enotski vektor vrtecega koordinatnega sistema e, je sicer v
radialni smeri, e, pa'v krozni smeri (glejte poglavje 2.1.5).

[zra¢unajmo najprej vektorski produkt:

WXT =D Ye, Xey +tyrpe,, Xey, +zpe, Xe,.

(2.175)

Pri vektorskem produktu si pomagamo s sliko 2.77: e,, X
€rn =€y, €, Xe, =—e; ine, xe, =0. Sledi

WXT=T1Pey —YiPey,. (2.176)

Rezultat pomnozimo vektorsko z leve strani z r:

TXWXT=Q(T 2] €y, X €y —
Y1 T1 g, X €y, +
T1Y1 €y, X €y, —
Y1 Y1 €y, X €y +
X121 €z X €y —
Y1 21 €z X €5, ). (2.177)

55%7a ravninsko gibanje smo iz-
peljali izraz (2.158)

56yektor krozne hitrosti bi si-
cer lahko zapisali tudi v ne-
pomi¢nem koordinatnem sis-
temu z enotskimi vektorji 2, j,
k, vendar ker je neni¢na kom-
ponenta samo v z smeri in ker
sta enotska vektorja k in e,
enaka, smo na tak nacin poeno-
stavili izracun vektorskega pro-
dukta.

Slika 2.77



57Ravn0te2je mementov lahko
seveda napifemo tudi za drugi
lezaj. Glejte tudi zgled 2.4.3.
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Ugotovimo, da je enotski vektor vektorsko pomnozen sam
sabo enak ni¢ in si ponovno pomagamo s sliko 2.77: e, X
€y =€z, €y X ey = —€!

TXWwXT=¢(@ re; +yyes,

— X121 €5, — Y1 21 €y, ).
(2.178)

Potem, ko dodamo Se integriranje po masi fm rXwXrdm,
izpeljemo vrtilno koli¢ino togega rotorja pri vrtenjusglede
na nepomicno os v prostoru:

Li=-¢ Jxlzl €z, _¢Jy121 €y, +9.9J2121 €21 (2179)

kjer smo z Jy .., Jy,2, in J;, ., oznacili masne vztrajno-
stne momente, izracunane v vrtecem koordinatnem sistemu
T1Y121-

Sedaj moramo izraz (2.179) Se odvajati po Casu:

Ll = _95']90121 €z, % Sb']xlzl éx1 - ¢Jy1z1 €y,
—(,b ‘]y121 éyl + 90 ‘]2121 €215
(2.180)

pri ¢emer smo upostevali, da je e, konstanten in je odvod
po casu enak mic. Iz obravnave polarnega koordinatnega
sistema, vemo, (2.45) in (2.49):

e = pey, €y, = —Pey,. (2.181)

Izraz (2.180) torej preoblikujemo:

Ll =-¢ J361Z1 €r, — §b2 ‘]«77121 €y, — ()b‘]ylzl €y
+¢° Jysz1 €y + P Tz €2y (2.182)

Ko zdruzimo izraz (2.171) z (2.182) izpeljemo®”:

T Z le - _Jmlzl ®+ Jylzl sz
Y1 S My, =—Jouz ° — Jyun & (2.183)
7 : > M., =+, $,

kjer je v konkretnem primeru M,, = —F,, l in M, = F,, 1.

Tako smo pridobili tri enacbe in da lahko dolo¢imo vseh pet
neznank, potrebujemo Se dve enacbi, ki pa ju pridobimo iz
izraza (2.170):
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Ty By +Fp, =ma, = —megb2
yi: Fy, + Fy, =ma, =mee, (2.184)

kjer smo za vrteci koordinatni sistem vstavili radialni a, in
krozni a, pospesek (2.51).

Zaklju¢imo lahko torej, da smo izpeljali izraze, ki nam za
togi rotor znanih masnih lastnosti (ekscentriénost, masa,
matrika masnih vztrajnostnih momentov) ob zunanjem mo-
mentu M podajo odgovor o dinamicnih silah v lezajih in o
kotnem pospesku rotorja.

Uravnotezenje togih rotorjev

V tem poglavju bomo dinamicne sile v lezajih togega roterja
zmanjsali na nié in ga tako dinamiéno masno uradnotezili®s.
To lahko dosezemo tako, da so zunanji momenti‘okoli osi 1
in osi y; v izrazu (2.183) enaki ni¢; poslediéno to pomeni,
da morajo biti deviacijski masni vztrajnestni, momenti ro-
torja Jz,., in Jy, ., enaki nic. Ce zunanji*momenti okoli
osi 1 in osi y; definirajo (ni¢ne) sile'na drugi lezaj, potem
bodo sile v prvem lezaju ni¢, ¢e_bo,tudi ekscentricnost e v
izrazu (2.184) enaka nic.

Ce sklenemo: o dinami¢nem, uravnotezenju togega rotorja
govorimo, kadar uspemeoszadostiti dva pogoja:

1. deviacijski masni'vztrajnostni momenti rotorja so ena-
ki ni¢,

2. ekscentricnest rotorja je enaka nic.

V praksi to ni nikoli mogoce, saj vedno preostane dolocen
delmasne neuravnotezenosti. V kolikor so rotorji ozki (npr.
kelesarsko kolo), se lahko zadovoljimo Ze, ¢e uspemo zma-
njSati ekscentri¢nost rotorja. V tem primeru govorimo o
staticnem uravnoteZenju.

Pri sirokih rotorji (npr. parna turbina) pa bi stati¢no urav-
notezenje bilo nezadostno, zato je treba rotor dinami¢no
masno uravnoteziti®?in torej zmanjsati deviacijske MV M.

58 Mednarodni standard za ma-
sno uravnotezenja togih rotor-
jev je ISO 1940-1:2003 [10].

59pri dinami¢nem urav-
notezenju se na dveh ravninah
rotorja  popravi deviacijski
MVM. Iz tega razloga se za
dinamicno uravnotezenje tudi
uporablja ime wuravnoteZenje
na dveh ravninah.
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Zgled 2.4.3

Na sliki 2.78 je prikazan rotor, ki je sestavljen iz gredi
dolzine 2a, mase 2m in homogene pravokotne plosce ve-
likosti a x b, debeline t ter gostote p, iz katere na sredini
izrezemo krozno plos¢o polmera r. Konstantni moment M
Slika 2.78 rotor zacne vrteti iz mirovanja. Dolzino lezajev zanemarite.

Podatki: m = 1kg, a = 50cm, b = 20cm, t = lcm, r =
5cm, p = 7850kg/m®, M = 1Nm, t; = Ls

Dolocite:

Stevilo prostostnih stopenj rotorja.

Ali je rotor dinami¢no masno urayvnotezen?
Kotni pospesek pri t.

Kotno hitrost pri ¢;.

o= 89 9=

Dinamicne sile v lezajih pri ;.

Resitev

1. Os wrtenja omogoca gibanje z eno prostostno stopnjo:
P<=1

2, Ne.)S slike je ocitno, da ima rotor ekscentri¢nost in zato
ni dinamicno niti staticno uravnotezen .
3. Kotni pospesek ¢ dolo¢imo glede na izraz (2.183) > M., =
Jorz @
M
Joron

(Xl:@:

4. Izraz za pospeSek integriramo po ¢asu in upoStevamo
zacetne pogoje (p(0s) = Orad/s, ¢(0s) = Orad) izpe-
ljemo:

w1 ZQOZQOtl

5. Da izracunamo dinamicne sile, si pomagamo z izrazoma
(2.183) in (2.184). Kotni pospesek «; in kotno hitrost w;
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smo ze dolocili, izracunamo Se potrebne masne vztrajno-
stne momente (glejte dodatek 5.1 in 5.5.1):
ba ba
T =g 5 "My
Jyrzn = 0kg m?

= 0,1808kg m?

1
JZ121 = 7mpb2+mp (

= 0,0981kg m?,

kjer je masa plosce brez luknje m, = abtp = 7,85 kg il
mase kroznega izreza m, = w12t p = 0,6165 kg.

Sedaj lahko izracunamo kotni pospesek in kotnothitrost:

o1 =10,192rad/s>  w; = 10,192 zad /s

S pomocjo izraza (2.183) in slike 2.79 ‘pa sile v podpori
B:

1

Fyz = _% (_Jmlzl ot Jy121 w%)
— 1,84309N
1
FLL‘z = +% (_lezl w% - J’y1z1 al)
— _1§7848N.

Za izracunssil y lezaju A uporabimo koordinatni sistem
T2 Y2 22:

Z Mft? = _ngz2 SO - Jy222 Sb2 = +2(I;Ay1

o .2 .
E :My2 - _Jw2z2 ¥ = Jy222 Y= —2(114301.
Masni vztrajnostni momenti so:

b -3
J.’tzZz =m, 5 ? a — My

b=3
2 2
= —0.5425 kg m?

Jypzy = 0kg m?.

Slika 2.79
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Sile v podpori A:

1
Fy1 = +% (_']:vQZz a1 + J?J?Z? w%)
— 5,52027N
1
Fx1 = _% (_‘]17222 w% - Jl‘/?z? Oé])
— _56,3545 .

Dinamicne sile v lezaju torej lahko izracunamo takoyda
izracunamo dinami¢ne momente v lezaju A ifn“nato v
lezaju B. Lahko pa namesto izracuna momentovwy lezaju
B (in pripadajo¢ih MVM) sile v lezaju ‘A ¥izracunamo
tudi s pomocjo II. Newtonovega zakonas(2.184):

Fp, + Fp, = —(m, — my +2m)ew?

F, +F,, =(m, —mg+em)ea,
kjer je ekscentri¢nost:

b b
= == +0(2
e 2T M P0CM) o rea
my < m, +2m

Zgled 2.4:4

Na sliki*2.80 je prikazano avtomobilsko kolo mase m,, ki
je bile pred popravilom dinami¢no uravnotezeno. Pri po-
pravilu je vulkanizer na polmeru a in $irini b dvakrat dodal
maso m (kot je prikazano na sliki). Sirina platisca je d.

Slika 2.80

Podatki: a = 20cm, b = 5cm, ¢ = 17,8cm, d = 18cm,
m = 20g, m, = 20kg

Dolocite:

1. Ali je kolo po popravilu stati¢no uravnotezeno?

2. Ali lahko dinami¢no ravnotezje iS¢emo v narisanem
koordinatnem sistemu?

3. Potrebne mase, ki jih dodamo na rob platisc¢a na pol-
meru ¢, da bo kolo dinami¢no uravnotezeno.
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Resitev

1. Ne. Po popravilu je ekscentri¢nost kolesa:
2
e=—22"  _0399mm
m,+2m
in rotor ni uravnotezen niti statiéno.

2. Da. Dinami¢no ravnotezje rezultira v ni¢no ekscentri¢nost
in je v poljubno zarotiranem koordinatnem sistemu iz-
polnjen pogoj, da tezisce lezi na ravnini x;2;.

Zaradi enostavnosti bomo v nadaljevanju uporabili vrteci
se koordinatni sistem xyz, ki je glede na koordinatni sis-
tem x1y; 2 zarotiran za 45°.

3. Dodati moramo Se najmanj dve masi: m; in ms.(ReSitev
je vec¢, tukaj bo izvedena samo ena.

Prvi pogoj je, da je kolo statiéno uravnotezeno (2.184);
tezisce mora biti v 0si®:

s T
T =ma cosz +ma cosz+mlc+mgc.

Da je kolo dinami¢no uravnotezeno,(2.183), morajo biti
deviacijski MVM enaki nic;

Iy =0 Jore N\
kjer sta masna deviacijska vztrajnostna momenta:
Jpz = TG cos% (b)+ma cos% (b)+
nty ¢ (0m) + mo c(d)
in:
Jy = —ii0@ sin% b)) +ma sin% (b)+
ma (0m) (0m) + ma (0m) (d) = 0.

Enacba J,. je torej odvec. ReSimo sistem preostalih
dveh enacb in izpeljemo eno od resitev:

my __= 2abm+vV2adm — 9294
cd
V2abm

cd
Negativna masa pomeni, da moramo maso odvzeti na
polmeru ¢ ali dodati na polmeru —ec.

mo = — = —8,8 g.

60, izbranem koordinatnem
sistemu zyz je yr = 0.
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Naloga 2.4.6

Za rotor mase m, ki v zacetku miruje, so
znani MVM. Zaradi delovanja konstantnega
momenta M zatne pospesevati.

Podatki: a=0,900m m=1kg
M=T7TNm J, ., =0,400kg m?
Jyr» =0kg m?  J.,., =0,200kg m>
t=4s

Vprasanja:

1. Vpliv gravitacije kot stati¢ne sile je na
dinamicne sile v lezajih zanemarljiv. (1:
Da, 2: Ne)

Odg: 4

2. Vsota momentov okoli osi 1 je:

E]u-xl = _lezl @+ Jylzl @2 = R2a By2.
(1: Da, 2: Ne)
Odg: [

3. Dolocite kotni pospesek ¢ rotorja zaradi

delovanja momenta M~

Odg: @& rad/s?

4. Dolocite kotno hitrost ¢ rotorja pri casu t.

Odg: OM rad/s

5. Dolocite silo) By, .
Odg: ®0I x da&h— N

6. Dolotite silo By, .
Odg: 8%,y N

Naloga 2.4.7

Za rotor mase m, ki v zacetku miruje, so
znani MVM. Gred dolzine 2a ima zanemar-
ljivo maso. Zaradi delovanja konstantnega
momenta M zacne pospesevati.

Podatki: a=0,300m m="7kg
M=5Nm .J,, ., =0,200kg m?
b=0,700m t=05s J, . =0,600%g m*

Vprasanja:

1. Vsota momentov okoli osi &sje:

> May = —Jpoze ¢ +ys2s @2 =72a Ay, .

(1: ? je minus, 2: ? je plus)

Odg: ¢

2. Dolocite kotni pospesek ¢ rotorja zaradi

delovanja momenta M.

Odg: ¢ = €888 rad/s?

3. Dolocite kotno hitrost ¢ rotorja pri casu t.

Odg: ¢ = Y09, I+ rad/s
4."3 pomocjo Steinerjevega stavka dolocite
Jrnzzz
0dg: Jgoz, = OVSI— kg m?
5. Dolocite Jy, 2, .
Odg: Jyy2, =0 kg m?
6. Dolocite silo Ay .
Odg: ®0I x &v9.&— N
7. Dolocite silo Ay, .
Odg: e&dyI N

Naloga 2.4.8

Sestav iz palic se vrti s kotno hitrostjo w,
kar je prikazano na sliki. Vsaka palica ima
dolzino a in maso m.

Podatki: m=8kg a=4m w=30rad/s

Vprasanja:
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1. Kotni pospesek sestava palic je ni¢, zato
nekateri ¢leni v ravnoteznih momentnih
enacbah odpadejo. (1: Da, 2: Ne)

Odg: I

2. Da dobimo sile v to¢ki B nastavimo
ravnotezne momentne enacbe za tocko A.
(1: Da, 2: Ne)

Odg: I

3. Dolocite deviacijski vztrajnostni moment
Tyt 2t -

Odg: S@I— kg m?

4. Dolocite deviacijski vztrajnostni moment
J(E/zl .

Odg: €@I kg m?

5. Ali se deviacijski vztrajnostni momenti
prikazanega sistema spremenijo, ¢e
izhodisce koordinatnega sistema prestavimo
v tocko B? (1: Da, 2: Ne)

Odg: I

6. Dolocite silo B,/.

Odg: ®0I x 00 M — N

7. Dolotite silo B/.

Odg: ®0I x 00b NI N

Naloga 2.4.9

Proucujete poenostavljeniséstaviza zlaganje
letalskih koles. Poenostavljen model je pri-
kazan na sliki. Dolzinska masa palice je po-
dana z p;.

wle

T, m

Podatki: a=0,520m b=0,460m
r=0,100m m=1kg pi=0,110kg/m
M=37Nm w;=28,500rad/s

Vprasanja:

1. Dolocite osni"MVIMyJ,/,/.
Odg: J,, = YS€0 kg m?
2. Dolociteskotni pospesek, ¢e na sestav deluje
moment, M.
Odg: ¢ = YISEIl rad/s?
3. Pe koliksnem ¢asu bo kotna hitrost enaka
w1? (V zacetku sistem miruje.)
Odg: t1 = 0L x YV0,&V s
4. Dolocite deviacijski MVM Jg /.
Odg: Jgry =0 kg m?
5. Dolocite deviacijski MVM J,/ /.
Odg: Jyr,r = YeL,0—
6. Dolotite deviacijski MVM J/_/.
Odg: Jyr,r =0 kg m?
7. Koliksna je sila B,/ pri kotni hitrosti wy in
izracunanemu kotnemu pospesku ¢?

kg m?

Odg: B, = Q3E8E—~ N





